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INTRODUCERE 


Studiul fizicii începe obligatoriu cu studiul mecanicii, deoarece în cadrul 
mecanicii se învaţă noţiunile fundamentale : traiectorie, viteză, acceleraţie, 
forţă, masă, lucru mecanic, energie, impuls, moment cinetic etc, şi se sta- 
bilesc legi iundamentale : principiile mecanicii, teoremele' impulsului, mo- 
mentului cinetic, energiei cinetice, conservării energiei mecanice etc., noţi- 
uni şi legi folosite în toate capitolele fizicii. 

Să facem cîteva observaţii generale asupra fizicii, apoi asupra mecanicii. 

1. Fizica — ştiinţă a naturii. Fizica (physis = natură, în limba greacă) 
studiază cele mai generale şi mai simple forme de mișcare a maitriei (me-, 
canice, termice, electromagnetice etc.). 

Prin materie se înțelege realitatea obiectivă care există în mod inde- 
pendent de conştiinţa umană şi este reilectată adecvat de aceasta. 

Atributul fundamental al materiei, modul său de existenţă, este miș- 
carea. Prin mișcare se înţelege orice schimbare sau proces : deplasare meca- 
nică în spaţiu, reacţie chimică, radiaţie electromagnetică, proces biologic, 
gîndire. Ă | | 

Formele fizice de mişcare a materiei participă totdeauna și la iormele 
superioare, mai complexe, de mișcare (biologice, sociale etc.), îără a epuiza 
însă esenţa lor calitativă. Astiel, legea conservării energiei se aplică tuturor 
proceselor : chimice, biologice etc.; legea atracției universale se aplică 
tuturor corpurilor : simple sau complexe, vii sau neînsufleţite ș.a.m.d. 

Scopul îizicii este descrierea, explicarea și prevederea fenomenelor naturii, 
pentru a le putea stăpini și folosi. 

Dezvoltarea fizicii a fost stimulată de necesitățile practice ale oamenilor. 
La rîndul lor descoperirile și realizările fizicii stau la baza dezvoltării tek- 
nicii ; metodele de cercetare fizice şi aparatura creată de fizicieni se aplică 
şi în celelalte științe ale naturii (de exemplu, în chimie, biologie). 

Fizica stabilește legi pe baza observaţiilor şi a experimentului științific. 
Legea exprimă legătura necesară și esenţială între fenomene, legătura dintre 
cauză şi efect, care condiţionează o dezvoltare determinată a fenomenelor. 

Observația este studiul fenomenului în condiţiile sale naturale de des- 
fășurare, în timp ce experimentul ştiinţific este reproducerea fenomenului 
în diverse condiţii ereate artificial, cu scopul de a descoperi legitățile fe- 
nomenului. | 

Legile fizicii pot fi stabilite (descoperite şi formulate) numai într-o anu- 
mită etapă sau grad de dezvoltare a practicii social-istorice, a ştiinţelor, 
a tehnicii şi de obicei în urma unor nenumărate şi îndelungate cercetări. 


După milenii de dezvoltare istorică a civilizaţiei au putut fi stabilite, de 
exemplu, legile mișcărilor planetelor (3. Kepler 1609, 1619), legea inerției 
(Galilei 1632), legile mecanicii (I. Newton 1687), legea atracției universale 
(1. Newton 1687), legile mecanicii relativiste (A. Einstein 1905), legile me- 
canicii cuantice (1925) etc. 


Descrierea şi explicarea fenomenelor trebuie să fie cantitativă — condiţie 
fundamentală a științelor exacte — de aceea matematica este un instrument 
indispensabil fizicii. Dar cantitatea se determină numai prin măsurări, 
de aceea măsurarea este un proces fundamental în fizică. 

În proprietăţile materiei.se evidențiază ideea dezvoltării și interconeziunii, 
precum şi principiul cauzalițăţii — bază a prevederii desfășurării fenomenelor. 

Dezvoltarea fizicii duce inevitabil la concepţia  matferialist-dialectică 
asupra lumii, anume că aceasta este, prin natura sa, materială. Materia, 
necreată şi indestructibilă, este unicul izvor a tot ce există. Conștiinţa 
este un produs al dezvoltării istorice a materiei. Conştiința poate reflecta 
adecvat materia, ca atare lumea poate fi cunoscută. În acest sens, activitatea 
practică a oamenilor este hotăritoare. 


2. Teoria şi praetiea. Domeniul fenomenelor studiate de fizică s-a lărgit 
odată cu dezvoltarea practicii social-istorice a omenirii. Obiectul și 
metodele fizicii au evoluat. De exemplu, în secolul 18 a predominat meca- 
nica, în secolul trecut — electromagnetismul, în secolul nostru — fizica 
atomică etc. 

Practica apare în triplu rol: de izvor al cunoştinţelor noastre, de crite- 
riu al adevărului şi de scop al cunoaşterii. | 

Cercetarea ştiinţifică realizează unitatea dintre teorie şi practică, în 
care rolul practicii este hotărîtor, iar rolul teoriei conducător. Practica fără 
teorie este oarbă, iar teoria fără practică este sterilă, 


Teoria explică un ansamblu de fenomene folosind un număr mic de 
ipoteze sau legi fundamentale, numite de obicei principii, care sînt abstrase 
din experință. Din acest sistem de legi fundamentale sînt deduse teoretic 
toate legile cunoscute sau încă necunoscute, care privesc domeniul cercetat, 
Orice teorie trebuie neapărat verificată în practică. 

Noţiunile şi mărimile fizice nu sînt creaţii subieotive arbitrare, ci reflectă 
realitatea obiectivă, tot mai precis şi mai deplin odată cu dezvoltarea fizicii 
(de exemplu, noţiunile: atom, electron, foton, cîmp etc. sau mărimile: 
energie cinetică, impuls, lucru mecanic, energie potenţială etc.). 

Ceea ce am spus despre legile fizicii este valabil și pentru noţiunile şi 
mărimile fizice. Ele se obţin în urma strădaniilot mai multor savanţi și chiar 
generaţii de savanţi. De exemplu, mărimile impuls (cantitate de mișcare) 
şi energie cinetică („forţă vie“ mu?) au fost introduse de RF. Descartes (1644), 
respectiv G. Leibniz (1686) în urma a nenumărate cercetări și dispute ştiin- 
ţifice asupra măsurii mișcării mecanice. Caracterul vectorial al impulsului 
a fost descoperit de elevii lui Descartes, iar coeficientul 1/2 din expresia 
energiei cinetice (denumire propusă după 1350) a fost introdus de G. Coriolis 
(la începutul secolului trecut). Abia teoria relativității (1905) a unificat 


impulsul şi energia totală într-un cuadrivector — măsură spațio-temporală 
a mişcării, legată de omogenitatea spaţiului şi timpului. Alt exemplu; no- 
ţiunea de foton a apărut (1905), dupa citeva secole de dezvoltare a opticii 
(teoria corpusculară a luminii — Newton, teoria “ondulatorie — Huygens, 
Fresnel). i 


Teoriile fizice actuale nu trebuie absolutizate şi eternizate. Ele suferă 
o dezvoltare trepiată cantitativă ducînd la un moment dat la crearea prin 
salt a unor teorii calitativ noi, care reflectă mai bine realitatea obiectivă, 
conțin ca un caz particular sau caz limită teoriile precedente și arată tot- 
odată domeniul lor de valabilitate (principiul de corespondență ). Astfel avem 
succesiunea : mecanica clasică, teoria restrînsă a relativităţii, teoria generală 
a relătivităţii, mecanica cuantică, teoria cîmpurilor și particulelor elementare. 


3. Sehematizarea ; modele. Materia este infinită şi inepuizabilă în pro- 
prietățile sale, în formele sale de organizare și manifestare. Obiectele și feno- 
menele din natură se găsesc în nesfirșite interconexiuni şi interdependenţe. 
De aceea, în studiul fenomenelor naturii sîntem totdeauna nevoiţi să simpli- 
ficăm, să „schematizăm“ procesele studiate, să creăm „modele“ teoretice 
ale obiectelor şi fenomenelor. Fără schematizarea fenomenelor studiate fizica 
n-ar putea tolosi aparatul matematic, n-ar avea o teorie, n-ar putea conferi 
experienţei un .scop determinat, adică ar fi total neputincioasă. 

Un model corect trebuie să ia în considerare particularităţile principale 
ale fenomenulii (obiectului, procesului) studiat în problema pusă, lăsînd 
la o parte trăsăturile secundare, neesenţiale, necaracteristice. Numai astfel 
se pot stabili legile şi relaţiile cantitative. Arta fizicianului este de a şti 
ce să păstreze și ce să neglijeze în problema propusă. 

Odată cu dezviltarea fizicii, modelele sau schemele sînt perfecționate 
cantitativ şi chiar ;chimbate calitativ, pentru a putea exprima mai fidel 
realitatea obiectivă. Exemple de schematizări şi modele : punctul material, 
solidul rigid, gazul perfect (ideal), gazul Van der Waals, lichidul ideal, 


atomul lui Bohr, atonwml din mecanica cuantică etc. 
iată y A: 
4. Unităţi de măsuri. Măsurarea este procesul fundamental în fizică. 


A măsura o mărime înseamnă a stabili de cîte ori se cuprinde în ea o altă 
mărime de aceeași natură, bine definită şi aleasă prin convenţie drepi unitate. 

Notăm cu [A] unitatea de măsură pentru mărimea fizică A şi cu a 
valoarea sa numerică, măstrată, atunci: 


a AA], A =a[A]. | î (1) 


Dacă unitatea [A] se mărește ce n ori, valoarea măsurată a se micșorează 
de n ori. N 

Orice măsurare fizică este întptdeauna un proces de interacțiune între 
obiectul măsurat și dispozitivul dk măsură, proces care modifică și starea 
obiectului măsurat (pentru microparticule această perturbare este principial 
inevitabilă). LĂ 

Nici o măsurare fizică nu este ptrifectă; orice măsurare fizică implică 
totdeauna erori de măsurare mai mari sau mai mici. Odată cu dezvoltarea 
ştiinţei și tehnicii se perfecţionează şi tthnica măsurărilor. Astăzi în multe 
domenii (de exemplu, în optică și în astronomie) s-a atins o precizie de 
măsurare extrem de înaltă. |! | 

În principiu, pentru fiecare mărime fizră se poate alege o unitate pro- 
prie arbitrară, dar atunci legile fizicii s-a: exprima prin formule care ar 
conţine coeficienți numerici paraziți, depenlenţi de unitățile folosite. De. 
aceea, ţinind seama de relaţiile care există tre diferite mărimi fizice, se - 
alege totdeauna un număr mic de mărimi, nunite fundamentale, şi pe baza 
acestora se construiește un sistem coerent de unităţi, astfel încît în cele mai 
frecvente şi mai imporltante formule fizice să dispară coeficienții paraziți. 
Celelalte mărimi și unităţi, legate de cele fundamentale prin legi ale fizicii, 
se numesc mărimi şi unități derivate, : 


__ Nu există vreo lege a naturii care să ne impună alegerea anumitor mă- 
rimi drept mărimi fundamentale sau să ne indice numărul acestora. De 
aceea, în principiu, s-ar putea alege o singură unitate arbitrară pentru o 
singură mărime considerată fundamentală, toate celelalte fiind astfel! derivate, 
(cn ajutorul constantelor fizice universale se poate construi un sistem „ab- 
solut“ sau „intrinsec“ de unităţi bine determinate, în care foate mărimile 
fizice să fie adimensionale). 

5. Unităţi fundamentale. În practică se aleg totdeauna cel puţin trei uni- 
tăţi fundamentale. Întrucît materia există și se mișcă în spaţiu şi timp, 
care sînt formele sale de existență, se aleg în primul rînd lungimea. şi 
durata ca mărimi fundamentale. I-a aceste caracteristici externe ale materiei 
se adaugă cel puţin o mărime caracteristică internă a materiei, cum este 
masa sau sarcina electrică (curentul electric). 

De exemplu, în sistemul CGS (Gauss) se aleg trei unităţi fundamentale : 
centimetrul (C), gramul (G) şi secunda (5). 

în sistemul internaţional! SI (adoptat de Conferința Generală de Măsuri 
şi Greutăţi, Paris, octombrie 1960) se aleg şapte unităţi fundamentale, din- 
tre care numai primele trei (metrul, kilogramul și securda) intervin în 
mecanică. | 

Metrul a fost definit iniţial (1795) ca 1/10” din siertu! meridianului care 
treee prin Paris și pe baza măsurătorilor de atunci (1792) a fost construit 
an etalon (din platină-iridiu). Ulterior s-a definit metri ca distanța (la 0*C) 
dintre cele două trăsături (repere) de pe etalonul păsirat la Biroul Interna- 
țional de Măsuri şi Greutăţi de la Sâvres (lingă Pais). Începînd din 1961 
metrul este definit pe baza lungimii de undă Ag, în vid a radiaţiei portocalii 
a izotopului kripton 86 (tranziţia între nivelele 290 şi 5ds): 


“1 mâtf 1 650763,73 A: 0) 


Secunda a fost definită iniţial ca 1/86400 din ziua solară medie, Cum 
rotația diurnă a Pămîntului nu este uniformă 'oscilaţii de 2 10-5%), ulterior 
(1956) s-a definit secunda astfel : 


1 s 2 1/31 556 925,9747 din auul tropic la, 1.1.1900. (3 


Anul tropic este intervalul de timp dinti două treceri succesive ale Soarelui 
(în mișcarea sa vizibilă pe ecliptică), pria punctul corespunzător echinocțiului 
de primăvară (punctul vernal). Anul cropie scade cu 2 0,5 s pe secol, de 
aceea s-a precizat anul 1900. 

începînd din 1967 secunda este definită pe baza perioadei Fos a unei 
anumite radiaţii emise de atomii d: cesiu (2; tranziţia hiperiină 4,0—3,0 
a stării fundamentale *S,p2) : 


1 ș det 192 631770 Tos- (4) 


- Kilogramul a fost definit miţial ca masa unui decimetru cub de apă 
pură la 4*C (cînd are densitaie maximă) şi pe această bază a fost construit 
un etalon (tot din platină-tidiu), păstrat la Săvres. Ulterior s-a luat masa 
acestui etalon drept definiie, a kilogramului. . 

"După măsurătorile atuale, 1 dm de apă distilată la 4*C are masa 


m (Sdm? apă la 490) = 0,999 972 kg 6) 


ci cit, 20 ăi ae 2ă ca acuta, 


şi deci 1 kg qe apa la &u are vurumui țuciriuipia aiijiara e siana 
V (1 kg apă la 4*C) = 1,000 028 dmet11 | (6) 


începînd din 1979 litrul este definit ca fiind identic cu 1 dm? (se pro- 
pune. și simbolul IL. pentru a nu confunda pe l cu cifra 1). 

Pentru multiplii și submultiplii diferitelor unităţi se folosesc următoarele 
prefixe : 


Multipli unităţi | Submultipli unități 
a a 
deca- da- 10 i deci- d- 10 
hecto- h- 102 centi- c- 102 
kilo- k- 10% mili= m- 10 
mega- M- 10% MiCTO= p- 10” 
giga- G- * 108 nano- n- 10% 
tera- Ţ- 1012 pico- | p- 10 
peta- P- 1015 temto- f- 10729 
exa- E- 1019 atto- a- 107 


(NOIR NN, A O | SON 


Se recomandă a nu se folosi simultan două prefixe la aceeași unitate 
şi a nu se folosi prefixe la numitor. 

În afara unităţilor SI și CGS se folosesc pe larg cîteva unităţi tolerate, 
ca de exemplu, kilogram-forţa (kgt), cal-putere (CP), torrul (sau mm Hg), 
pe care le vom defini mai tirziu. 

6. Formule dimensionale. Dacă notăm cu L, M, T unitățile mărimilor 
fundamentale lungime, masă şi timp, atunci pentru oricare unitate mecanică 


avem ecuaţia | 
(LA] = LeMBT*, 7) 


numită ecuaţie de dimensiuni sau formulă dimensională a mărimii A faţă de: 
mărimile fundamentale alese. Exponenţii &, 6, y sînt numere întregi pentru 
mărimi mecanice (pot fi fracţionare în sistemul CGS pentru mărimi neme- 


canice). 
Constantele care intervin în legile fizicii pot îi atit dimensionale cît şi 
adimensionale (în ultimul caz nu intervin în formula dimensională). 
Deoarece nu se pot aduna sau egala decit mărimi fizice de aceeași natură, 
fiecare formulă fizică trebuie să fie omogenă din punct de vedere dimensional, 
adică ambii membri ai egalităţii, cit şi fiecare termen al unei sume alge- 
hrice, trebuie să aibă aceleași dimensiuni fizice, altfel formula n-are sens. 
Acesta este principiul omogenităţii dimensionale a formulelor fizice. * 
Observăm că o aceeaşi mărime fizică poate avea dimensiuni diferite 
în sisteme de unităţi diferite şi două mărimi de natură diferită pot avea 
într-un sistem dat aceleași dimensiuni (de exemplu, lucrul mecanic şi mo- 
mentul forței în Sl)a | | 
Exeraple. a) Pentru "detinlrea unităţii de viteză folosim legea mișcării rectilinii uniforme 
AzAt = const. Cu o unitate arbitrară pentru viteză, ecuaţia mișcării se scrie z = kof, unde R 
este un. coeficient numeric parazit. De exemplu, dacă [o] = viteza sunetului în aer la 0*G, 
L=1m, T=1, atunci k = 331. 
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Într-un sistem coerent de unități punem k = 1, atunci 


& L 
— șI = [i ZF — = L “T-, 8 
Li 3 î 2] = [20/14 = (8) 
de unde 
[v] = 1 m/s în SI sau [2] = 1 cm/s în CGS. (87) 


Unitatea de viteză este egală cu viteza unui mobil care se deplasează rectiliniu uniform, 
parcurgind unitatea de lungime (1 m) în unitatea de timp (1 s). 

b) Pentru definirea unităţii de accelerație folosim legea vitezei în mișcarea recțilinii 
uniform accelerata, scrisă fără coelicient parazit : 


a, -1 
a [e] = be] = Sr (9) 
ja] = 1 ms? în SI sau [a] =1 ani n în CGS; (9%) 


f]nttateu d: accelerație este egală cu acceleraţia unui mobil care se dlegibiueasă rectiliniu 
imform accelerat si a eărai viteză creşte cu o unitate (1 m/s) într-un timp egal: cu unitatea 
i sh 


7 Analiza dizwnsională. Principiul omogenității dimensionale a formu- 
ielor fizicii ne permite să găsim chiar forma unor legi fizice. De exemplu, 
ştiind din expe:'nţe că perioada unui pendul simplu depinde de lungimea 
sa 1 şi de accelerația gravitațională 9, scriem 


T — const, ligb, (10) 
uade a şi f sînt constante. Trecind la dimensiuni: 
T = L*(LT)B = La+BT-%; (1) 
prin identificarea exponenţilor, găsim 
D= af 8, 1=—28, de unde ase Be (12) 


deci perioada pendulului simplu : 


Tu const. /1[Ş, (13) 


unde const este o constantă adimensională de ordinul unităţii (ştim că 
este 2x). Vom intilni şi alte exemple de aplicare a analizei dimensionale. 


8. Obieetul mecanicii. Mecanica studiază mişcarea cea mai simplă a 
corpurilor solide, lichide şi gazoase, anume deplasarea lor în spațiu și timp, 
precum şi cauzele care o produc. 

Ginematica studiază mişcarea în spaţiu și timp, abstracţie făcînd de 
cauzele mișcării, Dinamica studiază mișcarea corpurilor ţinînd seama de 
forțele care o produc. Siafica studiază OI fai corpurilor sub acţiunea 
forţelor. 

Mecanica este capitolul de bază al fizicii. Noţiunile și legile mecanicii, 
— forţă, lueru mecanic, putere, energie (cinetică, potenţială), legea funda- 


mentală F = ma, principiul reciprocităţii forţelor etc. — se aplică în 
toate celelalte capitole ale fizicii. Mecanica este cea dintii aplicaţie a mate- 
maticii la studiul cantitativ şi cauzal al fenomenelor naturii. F 


9. Observaţii istorice. Cunoştinţe de mecanică existau încă în antichi- 
tate, mai ales în problemele de statică. Astfel, Arhimede (287—212 î.e.n.) 
a conceput teoria pîrghiei, teoria centrului de greutate (4 250 î.e.n.), a pus 
bazele hidrostaticii, a făcut numeroase invenţii tehnice. 

Dezvoltarea intensă a mecanicii începe în epoca Renașterii. beonardo 
da Vinci (1452—1519) dă o teorie a mecanismelor, studiază legile frecării, 
teoria planului înclinat, defineşte și aplică momentul forţei etc. Ghristian 
Huygens (1629—1695) descoperă pendulul fizic, introduce noţiunile de forţă 
centrifugă, moment de inerție, centru de oscilație. Pune bazele teoriei ondu- 


ce 


latorii în „Tratatul despre lumină“. 

Iniţiatorul dinamicii este Galileo Galilei (1564—1642) care a descoperit 
legea inerţiei, legile căderii corpurilor, legile pendulului etc. Isegile dinamicii 
şi construcţia mecanicii teoretice au fost date de Isaac Newton (1643—1727) 
în celebra sa carte „Philosophiae naturalis Principia mathematica“ (1687). 
Tot aici se formulează legea atracției universale şi se aplică la mecanica 
cerească. | 

Mecanica a fost dezvoltată mai departe de Leonard Euler (1707—1783), 
Jean d'Alembert (1717—1783), Joseph Lagrange (1736—1813), William Ha- 
milton (1805—1865) şi alţii. Stabilitatea sistemelor dinamice a fost studiată 
de H. Poincare (1854—1912) şi A. M. Liapunov (1857—1918). Dinamica 
corpului cu masă variabilă a fost elaborată de 1. V. Meşcerski (1859—1935) 
şi T. Levi-Civita (1873—1941). 

La noi în ţară contribuţii valoroase în mecanica teoretică şi aplicată 
au adus Anghel Saligny, Spiru Haret, Andrei loachimescu, Ion lonescu, 
Gh. Em. Filipescu, V. Vâlcovici, O. Onicescu (mecanica invariantivă) şi alţii. 

10. Limitele: mecanicii. Concepţiile mecanicii newtoniene au exercitat 
o puternică şi îndelungată influenţă asupra. întregii fizici. Astfel s-a născut 
concepția mecanicistă asupra lumii, după care toate științele naturii trebuie 
reduse la mecanică, toate fenomenele naturii explicate prin mișcări meca- 
nice, legile naturii reduse la legi mecanice. Această concepţie a fost infir- 
mată la sfîrşitul secolului trecut odată cu imposibilitatea reducerii feno- 
menelor electromagnetice la mișcări mecanice. S-a încercat atunci crearea 
unui tablou „electromagnetic“ al lumii, adică explicarea tuturor fenomenelor 
prin cele electromagnetice. Dar nici această explicaţie nu este posibilă, 
deoarece forţele nucleare, de exemplu, nu pot fi reduse la forțe electromag- 
netice. Materia fiind infinită şi inepuizabilă, nici o teorie dată nu poate fi 
universală și ultimă (definitivă). 

Domeniul de valabilitate al mecanicii clasice newtoniene este restrins 
la corpurile de dimensiuni obișnuite sau mari (macroscopice) şi la viteze 
mici în comparaţie cu viteza luminii în vid (c = 3-10% m/s). Pentru viteze 
foarte mari, apropiate de viteza luminii, a fost creată (1905) mecanica relati- 
vistă (Albert Einstein 1879—1955). Pentru particule de dimensiuni atomice, 
a fost creată (1925) mecanica cuantică (E. Schrâdinger, W. Heisenberg, 
1. De Broglie, P.A.M. Dirac şi alţii), 

Teoria gravitaţiei a lui Newton a fost ,depăşită de teoria generală a re- 
lativităţii a lui A. Einstein (1916). (ca 

Teoriile de mai sus sînt calitativ deosebite de mecanica newtoniană, pe 
care o conţin însă ca un caz particular sau ca un caz limită (principiul 
de corespondență). 


PROBLEME 
1. Să se scrie ecuaţia mișcării rectilinii uniform variate, dacă unitatea de viteză [v] este 
egală cu viteza sunetului în aer în condiţii normale, jar unitatea de accelerație [a] este egală 
“aa accelerația standard (normală) a căderii liberes 


R. £=t 33L ot + 4,90ah. | 

2. Știind că presiunea exercitată de o coloană (pătură) de fluid depinde de înălțimea 
(grosimea) sa h, de densitatea fluidului o si de acceleraţia gravitaţională g să se găsească 
formula presiunii bidrostatice, folosind analiza dimensională. : 


R, p = const. pgh. 


3. Se poate construi un sistem de unităţi alegind o singură mărime fundamentală, de exem- 
plu, a) lungimea L=1 m sau b) timpul T=1 s şi punind condiţia ca viteza buminii c==1 şi con- 
stanta lui Planck îi = 1. Ce dimensiune vor avea atunci timpul, lungimea, viteza, acceleraţia, 
masa, forța, energia ? 

R. a) [(]=L=1m=timpul de propagare a luminii pe unitatea de lungime (pe i m) 
(= zile), [0]=1 (adimensională) = viteza luminii, [a] = L- = tm; [m]= Li îhmj 
(PP => La = 1fm? [W]= Li = 1/m etc. ! 

b) [[]= 7 = 1 s = distanţa parcursă de lumină în unitatea de timp (n i s), [o]=1 
(adimensională) = viteza luminii; [a]=Ti=1f, |m]=7"= 1/5, [F]= T?=i/s, 
1] = T-1=— 1/s etc, : 


maree ram ae e cea ca mam na a 


CAPITOLUL 1 
CINEMAȚICA PUNCTULUI MATERIAL 


1.1. RELATIVITATEA MIȘCĂRII. SISTEMELE DE REFERINŢĂ 


Deplasarea unui corp are loc în raport cu alte corpuri. Fără aceste alte. 
corpuri nu se poate vorbi de deplasare, care este totdeauna relativă. O de- 


„plasare absolută fără raportare la alte corpuri este lipsită de sens. Relati- 


vitatea mişcării este legată de relativitatea poziţiei sau a spaţiului. Nu se 
poate vorbi de poziţie într-un spaţiu absolut, independent de corpurile aflate 
în el, ci numai de poziţie față de alte corpuri. 

Corpul care se consideră prin convenție fix şi faţă de care se studiază 
deplasarea altor corpuri, se numeşte corp de referinţă, de exemplu, camera 
unui laborator, Pămintul sau Soarele. De corpul de referință este legat 
rigid un sistem de coordonate (prescurtat SC), de exemplu, un sistem cartezian 
ortogonal de 3 axe. Pentru măsurarea timpului trebuie ales un proces 
periodic, de exemplu oscilaţiile unui pendul. Sistemul de coordonate pentru 
măsurarea poziţiei şi ceasornicul pentru măsurarea timpului constituie un 
sistem de referință sau reper (prescurtat SR). | 

Mișcarea unui corp arată în general diferit în SR diferite. De exemplu, 
în SC propriu, adică în SC legat rigid de corp, acesta este în repaus (SC 
propriu prezintă interes, de exemplu, în teoria relativităţii pentru timpul 
propriu, lungime de repaus. masa de repaus etc.), 

În principiu, orice SR este admisibil pentru descrierea mişcării unui corp. 
Practic însă, se alege totdeauna un SR astfel, încît fenomenul studiat să 
arate cit mai simplu (așa cum de exemplu, în geometria analitică, în diferite 
probleme de intersecţii, locuri geometrice, proprietăţi ale figurilor, se aleg 
axele de coordonate cit mai convenabil). Vom vedea că din punct de vedere 
dinamic, se evidenţiază o clasă foarte importantă de SR, numite inerțiale. 


1.2. PUNCT MATERIAL. MOBIL 


Un corp material este un sistem extrem de complex. O primă simplifi- 
care este neglijarea deformării corpului, adică considerarea corpului rigid 
(distanţele mutuale dintre părţile corpului presupuse fixe). Dar chiar şi aşa 
mişcarea este complexă. De aceea se studiază mai întîi mişcarea unui corp 


ale cărui dimensiuni şi rotații proprii sînt neglijabile în problema dată. Acesta 
este punctul material, caracterizat numai prin masa sa (Yom folosi şi termenul 
de particulă). În cinematică masa nu interesează, de aceea punctul material 
devine un mobil, adică un punct geometric care se mișcă. Un corp oarecare 
poate fi considerat acum ca un sistem de puncte materiale. 

Un punct material poate fi un electron, o moleculă, o piatră, un corp 
cosmic ete. Un acelaşi corp poate fi considerat punct material într-o problemă 
şi nu, într-o altă problemă. De exemplu, globul terestru se poate aproxima 
cu un punct material în mișcarea sa de revoluţie în jurul Soarelui, dar nu 
în rotația proprie diurnă. 

În mişcarea de translație, toate punctele corpului se mişcă identic, de 
aceea mișcarea unui singur punct al corpului caracterizează pe deplin miș- 
carea întregului corp, indiferent de dimensiunile acestuia, deci putem aplica 
modelul punctului material. 


1.3. TRAIECTORIA. ECUAȚIILE MIȘCĂRII 


Se numeşte traiectorie linia sau curba descrisă de mobil în timpul miş- 
cării sale, adică locul geometric al punctelor prin care trece mobilul, 

Traiectoria poate fi rectilinie sau curbilinie (în particular, circulară). 
Forma traiectoriei depinde de SC folosit. | 

Poziţia mobilului la un moment dat t este determinată, de coordonatele 
sale, de exemplu, z, y, z într-un SC ortogonal (fig. 1.1) sau altfel, de vec- 


Traiectoria 


Fig. 1.1 


torul de poziţie F, ale cărui proiecţii (componente) pe axele Ozyz sint tocmai 
coordonatele z, y, z: ! 


Pai jr, try; 
(1.1) 


>> ” E A a 
i, j, k — versorii azelor, |i| =|il =lk| =. 


În figura 1.1 7 = 0P este diagonala spaţială a paralelipipedului, punc- 
tul P se proiectează ortogonal pe axe după diagonaleie feţelor în punc- 
tele A, B, C. : 

Conform principiului perfectei localizări, se presupune că punctul! mate- 
rial descrie o traiectorie continuă bine determinată, că în fiecare moment 
ocupă pe traiectorie o poziţie bine determinată Și că această poziţie variază 
în timp în mod continuu. Aceasta înseamnă că coordonatele punctului ma- 
terial z, y, z sînt funcţii finite, uniforme şi continue de timp: 


i 


4 = £,(8, y = fa(d), 2 = fa(), (1.2) 
7=ă+ gi + =14(07+ 1403 + pp = 20. (1.2) 


Lă . 
Mai mult, vom presupune că funcţiile (1.2) sînt de două ori derivabile, ceea 
ce este în general adevărat (eventualele singularităţi, de exemplu, în teoria 
ciocnirilor, trebuie analizațe special). 
Cele trei ecuaţii (1.2) se numese ecuațiile cinematice ale mișcării şi repre- 
zintă ecvaţiile parametrice ale traiectoriei, în care parametrul este timpul. 
Prin eliminarea: timpului din (1.2) se obţin ecuaţiile traiectoriei sub forma : 


Fi(z, y, 2 =0, F(z, y, 2) =0. (1.3) 


Fiecare ecuaţie de aici reprezintă o suprafaţă, iar ansamblul lor reprezintă 
curba de intersecţie a celor două suprafețe. 


Mișcarea poate fi descrisă, de asemenea, cu ajutorul traiectoriei (1.3) 
şi a legii de mișcare pe această traiectorie, numită şi legea spaţiului (deci 
tot 3 ecuaţii) : 


s = fb, 089) 


unde s este coordonata curbilinie a mobilului, adică lungimea arcului de 
traiectorie măsurată de la un punct origine O de pe traiectorie, ţinînd seama 


de sensul pozitiv ales pe curbă. Presupunem funcţia (1.3') de două ori de- 
rivabilă. | 


1.4. VITEZA PE TRAIECTORIE 


Fie P și P' poziţiile mobilului în momentele 4 și (fig. 1.1). Dacă s, s 
sînt coordonatele curbilinii ale punctelor P, P', atunci As =s'—s —are 
PP" reprezintă deplasarea curbilinie a mobilului în intervalul de timp 
At =t' —. Deplasarea curbilinie As poate fi pozitivă sau negativă şi ea 
nu coincide în general cu distanța parcursă de mobil lin intervalul Ar (de 
exemplu, dacă în timpul Ar mobilul revine în P, rezultă As =0, în timp ce 
distanța parcursă este diferită de zero). 

Viteza medie pe o porţiune de traiectorie PP” de lungime As, parcursă 
în intervalul de timp Al, :se defineşte prin raportul j 


CD) «i As?AU, (1.4) 


Viteza instantanee sau momentană în punctul P la momentul î se obține 
trecînd la limita P'-P: 
| dei ş: As ds , ă : 
osti lim —=— =s)=s (1.5 
dim 2 af () =s ( ) 


adică se obţine prin derivarea coordonatei curbilinii s în raport cu timpul. 


Dacă v > 0, mobilul se mişcă în sensul ales pozitiv pe traiectorie. Derivata 
(1.5) există în virtutea ipotezei derivabilităţii lui (1.3). 


Exemplu, Dacă pe o traiectorie oarecare se parcurg distanțe egale în timpuri egale, miș- 
carea se numește uniformă pe traiectorie sau curbilinie uniformă (de exemplu, circulară uni formă)a 
În acest caz deplasarea curbilinie As coincide cu distanța parcursă şi viteza pe traiectorie este 


constantă ; . 
| za = const=0= în ; | ds = (oct s() = se + ob (1.8) 
unde s, = s(0) este coordonata inițială (la t = 0) (fig. t.2)- Mai general, integrarea din (1.6) dă 
S= Se + Bt — b) (1.6 


tgo<v>b 


i 
Fig. 1.2 


unde s, este coordonata la momentul fe. Prin urmare, coordonata $ este o funcție liniară de 
timp şi se reprezintă grafic printr-o linie dreaptă. Panta dreptei reprezintă viteza. 

Viteza medie (o> = AsiAY, definită mai înainte, coincide cu viteza constantă a unui 
mobil fictiv care ar parcurge uniform aceeași deplasave As în acelaşi interval de timp. AL; 


1.5. VECTORUL VITEZĂ 


Cunoaşterea mişcării pe traiectorie implică cunoaşterea direcţiei şi sen- 
sului mișcării mobiluiui. Direcţia este dată de tangenta la traiectorie, iar 
sensul este dat de creșterea sau descreşterea arcului s cînd timpul t crește 


(fig. 1.3). 

| Veetorul deplasare este prin definiţie Ar = — 7 şi coincide ca direcție 
și lungime cu secanta PP". | 

Vectorul viteză medie cv> se defineşte prin raportul : 


- Ar 
= i | Î, 
(p> = YI (1.7) 


şi are direcţia vectorului deplasare, adică a secantei PP". 


POPA Dea 7 TOT e PRE SO DOI PP PTT e E e ema 


De o a n a a a ep A 


la limita P' -P (At — 0) obţinem vectorul viteză instantanee sau mo- 
mentană : 
0 up e a 07 a 60) aci (1.8) 
"At=0 Al di 
Vectorul viteză este derivata vectorului de poziţie în raport cu timpul. 
Cînd trecem la limită, secanta PP” se roteşte în jurul lui P şi devine 


tangentă la traiectorie. Prin urmare vectorul viteză momentană V are direcţia 
fangentei la traiectorie (este tangent la traiectorie) (&, Roberval 1635), 


Fig. 13 Fig. 1.4 


Deoarece la limită lungimea arcului de curbă ds coincide cu lungimea 
coardei subintinse ari, de exemplu, la cercul de rază R (fig. 1.4): 


a = lim Ar] _ lim 2R sin(A0]2) — lim sin(A9/2) 
ds  fâs+0 As 48=0 RAD A0-0  A8J2 


unde A este unghiul la centru (în radiani) al coardei de lungime 
2 R sin (A9/2) care subîntinde arcul de lungime RAO, rezultă că derivata 


- 
dr/ds, avînd modulul 1, trebuie să fie un versor, şi anume în direcţia tan- 
gentei la curbă şi în sensul creșterii coordonatei s: 


dr 


SR 


= 1, —=t it =, (1.9 


4 


— 

unde t este versorul tangeniei (în sensul creşterii arcului s) (a nu se confunda 
= 

versorul tangentei t cu timpul î). Prin urmare, - 


E A 
E 30 AS de (1.10) 
di ds di di 
gectorul viteză este tangent la traiectorie şi îndreptat în sensul mişcării. 
Obmervaţie, De obicei notăm modulul iei vector cu literă fără săgeată : a] = a, În (1.10) 
însă, o =s = dsrdt nu înseamnă modulut ETA ci dloi. (i după sensul caişcării), și anume, 
viteza pe traiectorie s este componenta vectorului viteză v pe direcția tangentei la traiectorie ? i 


D= d, unde v=3 = ds/dt = 2 lol, a, 11) 


în general, din context se înţelege: dacă o este modulul vitezei sau componenta vectorului 
viteză > pe direcţia tangentei la traiectorie (viteza pe traiectorie), 


Pentru componentele vitezei într-un SC cartezian ortogonal rezultă : 


- 


- aaa dr d „= a - 
| D= bsi Dj oa Tit 2) = 
(1.12) 
= 20 ir A = [04 DD + RE, 
va = i fi, da =9 = fb, va = 2 = fa) 
(1.13) 


Paper fi+ + Î. 

Componenta vitezei pe o axă este egală cu derivata în raport cu timpul a 
coordonatei respective (în SC cartezian ortogonal). 

Derivatele există în virtutea ipotezei derivabilității funcţiilor (1.2) (ob- 
servăm că, continuitatea funcţiilor nu implică derivabilitatea ; există funcţii 
continue pe un interval şi nicăieri derivabile). sl i 

Legea de mişcare pe traiectorie (1.3) s =f(1) se obţine din ecuaţiile 
cinematice ale mişcării (1.2) astfel: 

pa ds - - 
D=s sir? , ds = pt faza by vsdt = di Xa A y24+- 2% di, 


de unde : . 
ț $ 1 
ss j FIFA di = so VE TZ+ fad. (1.14) 


-: 
În mişcarea rectilinie direcţia vectorului viteză v este fixă. 


„ Observaţie, Spre deosebire de mecanica clasică. în mecanica cuantică particulele atomice 
mu au o traiectorie bine definită şi nu au sizmnultan poziţia și viteza bine determinate (conform 
relațiilor de nedeterminare ale lui Heisenberg). 


Exemplu. Fie mișcarea rectilinie uniformă (pe scurt, uniformă), o = const. Atunci 


i 
= dr > _ - - = a _ 
AT 3, Gr = vdt, Pi DAI == Fry + d(t— 4). (1.15) 
te 


Aceasta este forma vectorială a legii de mişcare 
rectilinie uniformă (fig. 1.5). Ecuația (1.15) este 
totodată ecuaţia vectorială, parametrică (în î), a 
traiectoriei — linie dreaptă în spaţiu. Pe componente, 
proiectind ecuaţia vectorială pe axe într-un SC car- 
tezian, avem : 


& = o + Di(t.— bo UI = Vot DA — o) 
(1.16) 
Z = Zo ok Dăt — în), 


care reprezintă ecuaţiile cinematice ale mișcării uni- 
Fig. 1.5 forme şi în același timp ecuaţiile parametrice ale 


traiectoriei — liniei drepte în spaţiu. 
Alegînd axa O chiar pe dreapta mișcării avem o singură ecuație: | 


. 


di 


d 
= Do + D(? — lo), + — (1.16 
Aici o nu este modulul vitezei, ci o mărime algebrică (viteza pe traiectorie). | 


daciei. 


U.6. ACCELERAȚIA 


> 
Într-o mişcare curbilinie oarecare viteza v variază şi ca mărime şi ca 
direcţie. O măsură a acestei variaţii este vectorul acceleraţie. Analog vectorului 
viteză, definim acceleraţiile medie şi instantanee (momentană) : 


. iei - => 
> Ay  >aet.. Av dv 


a) =—, Qo=lim— = = v( =», 1.17 

se At At-0 At di 0 i, 

d - PÂN 27 - id 

RE e BA [a RE e e 7 E, (1.18) 
di d dj de 


îi po ae a = - (os + + 233, 


02 = =ă =fi O, ay =dy =i fi 0, a = <5=f (0; 


2 2 pi, 2 
Q = 22 =d je z = fi? + fa? + fa? 
. = i ES: ” 
adică acceleraţia a este derivata întiia a vitezei v sau derivata a doua a vecto- 


rului de poziție r, în raport cu timpul t. 

Gomponentele accelerației sînt egale cu derivatele componentelor respec- 
tive ale vitezei în raport cu timpul, sau cu derivatele de ordinul II ale 
coordonatelor respective (într-un SC cartezian ortogonal). 

În timp. ce viteza este totdeauna tangentă la traiectorie și are sensul 
mișcării, accelerația în mișcarea curbilinie este totdeauna orientată spre „inte- 
riorul“ traiectoriei, adică spre partea concavă a traiectoriei, partea spre care 
se roteşte vectorul vitezei tangent la traiectorie (fig. 1.6). 


Ducînd vectorul viteză v dintr-un punct îix O, virful său Q va descrie 
în timpul mișcării mobilului o curbă numită hodograf (W. Hamilton 1846) 


(fig. 1.7). Acceleraţia medie are. direcția secantei QQ' la hodograf, în timp 


Hodograf 
Fig. 1.7 


ce accelerația momentană este tangentă la hodograf. Viteza de deplasare 
a punctului reprezentativ Q pe hodograiul vitezei coincide cu acceleraţia mo- 


bilului (traiectoria mobilului este „hodogratul“ vectorului de poziţie 7). 


Observaţie, Conform formulelor sa.4), (1.12—13) şi (1.19) mişcarea unui punct material în 
spaţiu se descompune în 3 mișcări rectilinii ale proiectiilor sale pe cele 3 axe ortogonale de coor. 
donate (MacLaurin 1742). În fiecare moment viteza şi accelerația mobilului se compun (vecto- 
rial) din vitezele și acceleraţiile acestor proiecții (H. Resal 1862). 

” Viteza și acceleraţia există. funcţiile (1.2) fiind presupuse de două ori derivabile. 


1.7. EURBURA ȘI RAZA DE CURBURĂ 


În cazul unui cerc, raza să R este totodată raza de curbură. Curbura se 
defineşte ca inversul razei de curbură: C = 1/R. Cercul are deci în toate 
punctele sale aceeași curbură C = I/R, 

Trei puncte vecine necoliniare pe o curbă oarecare definesc un cerc şi 
un plan conținînd acest cerc (îig. 1.8). Raza acestui cerc dă curbura „medie“ 


EA 


Fig, 1.8 | Fig. 19 . 


a curbei pe porţiunea P.PP,. Cercul limită, obținut cînd P, şi P, tind 
către P, se numeşte cerc de curbură sau cerc osculator al curbei în punctul P; 
el are trei puncte comune confundate cu curba (în P); raza sa dă raza 
de curbură și centrul său dă centrul de curbură al curbei în punctul P. 
Planul limită se numește plan osculator, el conţine cercul de curbură. Pentru 
o linie dreaptă R—oo şi C =0 (planul osculator devine nedeterminat). 

O altă construcţie echivalentă este următoarea (fig. 1.9) : ducem în două 


puncte vecine P, P' tangentele i şi planele normale (perpendiculare pe 


tangente). Tangentele t, Y duse în P definesc un plan, iar planele normale 
se taie după o dreaptă perpendiculară pe acest plan. La limită, cînd P'—P, 
planul tangentelor devine plan osculator al curbei în P, iar dreapta de 
_ întersecţie a planelor normale devine dreaptă polară, care trece prin centrul 
de curbură şi este perpendiculară pe planul osculator. Aceaștă construcţie 
generalizează pentru curbe oarecare construcţia similară pentru cerc (dacă 
planul figurii 1.9 este planul tangentelor duse în /P, atunci pentru o curbă 
strimbă P' va fi deplasat în spatele sau în faţa figurii). d 
Prin definiţie, curbura 
păi ge a 00 caz EA penis al aie (1.20) 
As=0 As ds . m C  d0 


unde A este unghiul (în radiani) dintre două tangente vecine, duse în două 
puncte vecine la distanța curbilinie As între ele. , 

Din construcţia figurii 1.9 se vede că As/A0 este raza unui cerc care 
aproximează arcul As, prin urmare la limită As]A0 va da raza cercului de 
curbură (osculator). | 

Curbura C = 99/ds măsoară gradul de abatere a curbei de la o linie 
dreaptă : de la tangenta sa în punctul considerat. Curbura este egală cu 
unghiul (în rad) dintre două tangente la curbă în două puncte vecine, ra- 
portat la lungimea arcului de curbă dintre ele, sau altfel, curbura este 


egală cu unghiul cu care se rotește tangenta la curbă, atunci cînd ne de- 
plasăm pe curbă cu o unitate de „lungime. În sfîrșit, curbura este egală 
cu „viteza“ de rotaţie a tangentei în raport cu deplasarea pe curbă. Prin 
armare, curbura (gradul de abatere de la o linie dreaptă) într-un punct 
dat al curbei este mare, dacă este mare unghiul de rotire â tangentei pe 
unitatea de lungime a curbei, în vecinătatea acelui punct. 


Normala la curbă (adică perpendiculara pe tangentă), conținută în planul 
osculator, se numeşte normala principală (versorul n îndreptat spre centrul 


de curbură). Normala la curbă, perpendiculară pe planul osculator, se nu- 
mește binormală ; versorul ei se alege conform produsului vectorial : 


bStxa - (1.21) 
(în fig. 1.9 de la cititor spre figură). Astfel, în fiecare punct al curbei avem 


un triedru ortogonal d, a, b), numit triedru principal sau natural (sau triedru 
Frânet). 


Din figura 1.9 se vede că 


At| _ 2lt) sin(A02) _ sin(A0/2. 4 esa A0 0, (d=9; 


prin urmare derivata dt/d9, avind modulul 1, este un versor. Cind P'-P 
pe curbă (A9 —0), versorul t se rotește în jurul lui P, astfel încît At 


- , - 
devine perpendicular pe t şi orientat spre centrul de curbură, după versorul n. 
Prin urmare, în modul, direcţie şi sens: 


a d _a 
2000 a? 
A e Ei aa Be (0.22) 
ds d0'ds R 


Aceasta. este prima formulă a lui Frenet. 


Observaţie. Un vector variabil TR dar de modul constant, de exemplu, un Versor, nu 56 
paate decit roti (modulul fiind constant). Deci ducîndu-l dințr-un punct fix, virful său descrie 
o curbă situată pe o sferă (de rază egală cu modulul 


vectorului fig. 1.10; pentru versorul / sfera este dese- 
nată parțial punctată în fig. 1.9). Variația vectorului 
do modul constant va fi egală cu coarda (secantă) la 
această sferă 


(AU = 2lalsin = : (1.23) 
La limită, cînd A0-—0, Az devine du tangent Ia sferă, 


deci perpendicular ps vector. Aceasta rezultă și din 
condiția 


"p-ah bo - - 
uu = const — udu = 0, deci dulu. (1.237 
Din (1.23) rezultă la limită 


49| = const. 


(diij = fărae, —[ăi, dacă [i] = const. (1.24) 


Fig, 1.10 


De aici rezultă, analog demonstraţiei date pentru versorul că di feren- 
țiala oricărui versor este egală în modul cu unghiul de rotaţie a versorului 


d Lă î . Lă Lg bd Lă Ni LA 
(|dt| = d0), iar ca direcţie este perpendiculară pe versor, adică derivata 
unui versor în raport cu unghiul de rotație este un versor perpendicular pe ver- 


- 


dt —- d 
sorul inițiall — =n Lt 
| d9 i 


1.8. ACCELERAȚIILE TANGENȚIALĂ ȘI NORMALĂ 
Derivăm (1.10), ţinînd seama de (1.22): 


- > a .. = - dt. 
a = =(0t)' =ovtA- ot vi v—-s = 


ds 
(1.25) 
a— 2 a - -> - - 
= tn at apă = ast da 
d ds - pă 
(SD SR SS, a ST 20. 1.26) 
d: de si Să ( 


Prin urmare, în fiecare moment accelerația a se află în planul osculator al 
fraiectoriei şi se descompune într-o componentă tangenţială a, de-a lungul 


tangentei la traiectorie, deci paralelă cu viteza v (dacă v creşte, atunci 
a, > 0), şi o componentă normală pe traiectorie a,, îndreptată spre 
| centrul de curbură (numită și ac- 

= celeraţie centripetă). 

Componenia a, se datorește va- 
riației modulului vitezei, iar compo- 
nenia a, se datorește variaţiei di- 
recției vitezei. 

O variantă a demonstraţiei re- 


Pa + 


zultă din figura 1.1|; Ag provine 
din variația modulului vitezei (se 


€ | | anulează dacă v' ==»), iar AD pro; 
Fig. 111 vine din variaţia „direcţiei vitezei 
(se anulează dacă v nu se rotește): 

As] | 02| _|42]|& 

A At At di 
i (1.27) 

Av] __ 2 sin (A8/2) _, Sin (A0/2) A8 „40. 
A] At _A0j2 A dt 


La limită cînd P' = P(A0 = 0), Afb devine paralel cu V (sau cut), iar Aso 


devine perpendicular pe V (sau pe INI deci paralel cu n. Prin urmare, în 
modul, direcţie și sens: . 4 

dy _ fii Ap _ do e, dv im Any Li | (1.28) 
d  aât-0 Al di d! At=0 At d! 


[2 — T— 


şi deci 


AD Îi do dp 
a =lim— = lim— (Av + Ape br n = 
At0 Af  At=0 Fi, wt An) di d: 
(1.29) 
dv =» d0 - - d > W2 = 
= t V—n ==9t-l- p—$n =dt-b—n, 
di ŞI di a ds t R 


O mișcare curbilinie este totdeauna accelerată din cauza variaţiei direcţiei 
- vitezei (a, =v/R 0). Dacă a, =5 =0 (o = const), mişcarea este uni- 
formă pe traiectorie sau curbilinie uniformă şi acceleraţia se reduce la accele- 
rația normală a,. În mișcarea rectilinie a, 20 (R- oo). 


Aplicaţii 


a) Dacă viteza pe traiectorie v variază cu cantităţi egale în timpuri 
egale, mișcarea se numeşte uniform variată pe traiectorie sau curbilinie uni form 
variată (de exemplu, circulară uniform variată) şi accelerația a, este con- 
stantă : 


Av dv a ză i 
— = const =— = ai do =ta,di, v=v at — to), 
Aj d! „| | ţ e «( 0) 
| (1.30) 


fa == frau (eo ni a,(t — f0))dt i, + Vo(f — fo) + - a,(t 2 to)? 3 


sau mai simplu (dacă condiţiile iniţiale, poziţia s, şi viteza v,, se refera la 
momentul tf, =0): 


D= SE at, S=SoF vot ast. ; (1.30”) . 


Eliminind timpul £ rezultă formula generală a lui Galilei: 
VW? == 03 <ț- 2a,(5 — So), (1.31), 


și eliminînd acceleraţia, rezultă 


VF 


sat Rt) set tb), co a. 


2 


(1.32) 


În mişcarea uniform variată rectilinie (Galilei 1638): R — co și a, =0, 
astfel încît în (1.30—31) a, coincide cu a; 

Grafic, viteza se reprezintă (în funcţie de timp) printr-o linie dreaptă. 
Panta dreptei reprezintă acceleraţia tangenţială, iar aria mărginită de dreaptă 
reprezintă deplasarea curbilinie As. Coordonata s se reprezintă printr-o 
parabolă (fig. 1.12). Panta tangentei la parabolă reprezintă viteza. Viteza 
se anulează în dreptul minimului (a, > 0) sau maximului (a, < 0) parabolei 
(deoarece v = $). 


În cazul a, < 0, (va > 0), mișcarea este uniform încetinită sau friînată 
(întîrziată) pe traiectorie și există un moment î,„ cînd corpul se opreşte 
(o =0); 

2 2 
[LE DI 
2a, 2lau| 


pb tat =0ta=—— = — (1.33) 


[n m st DCI 


1 
1 
1 
| 
94_e_5 25 îm ne 
) 
| 
i 


— | 


igo = 0>0 | ! tgo= a;<0 
a b 
Fig. 1.12 
/ 


Atingînd distanța maximă Sm, corpul se oprește şi apoi se întoarce accelerat, 
parcurgind aceleași puncte cu viteze de acelaşi modul, dar de semn schimbat. 

În cazul a, > 0(0e > 0), mişcarea este uniform accelerată, dar dacă 
prelungim mișcarea în trecut (t < 0), vom găsi şi o etapă de mișcare înce- 
tinită (fig. 1.12,0). 

În cazul mișcării rectilinii, bineînţeles a, coincide cu a. 

Din (1.30) rezultă că unitatea de acceleraţie este egală cu acceleraţia unui 
mobil în mișcare uniform variată, a cărui viteză crește-cu o unitate -(1 m/s) 
într-un interval de timp egal cu unitatea (1 s): 

A | 
a = = [a] = [001] =-T2 =1 m/s? în SI. (1.34) 
- "oa 
pb). Mai general, fie o mișcare cu vectorul accelerației constant a = const 
(mişcare uniform variată generală). Atunci : 
d | | 
- y - - > - - - - 
a zi: (SE dv = adt— = în + âau = Vot a(t—b). (1.35) 
j SI 
Aceasta reprezintă de fapt ecuaţia vectorială, parametrică, a hodograiului 
vitezei — o linie dreaptă (fig. 1.13). Mai departe, 


d t t 
d — > - - - - > DES 
ZI dr = vdi, r=ro+ [iau = fo ţa + a(t — to)]dt = 


“lo ! î0 


-_ 
V == 


(0.36) 
= Te + do(t— to) + — at — to). 


- ai Li L] - - Lă x . Li . 
Dacă v, este coliniar cu 4, obţinem o mișcare rectilinie uniform variată. 


Altiel mișcarea este plană în planul definit de vectorii Ze şi a şi ecuația 
(1.36) reprezintă ecuația vectorială, parametrică, a traiectoriei, care este 


- _ 
o parabolă în acest plan, cu axa de simetrie paralelă cu a, şi cu concavi- 


— Dn se ne = az 


pt aie d date aia 


Fig. 1.13 | | Fig. D44 


tatea orientată, bineînţeles, în sensul lui a (fig. 1.14). Dacă alegem axele 


IE: - 
de coordonate 0zy în planul mişcării cu axa Oy paralelă cu a, atunci pe 
componente (proiectăm ecuaţiile vectoriale pe axe): 


Uz = oz | === Fo A Voz(l — te) 
Vp = Doy + a(t—t) şi 3 U = Yo volti —to) pai (1.37) 
(v, E 0) | (z == 0) 


(a, 20, aa, 4,20), 


de unde, eliminînd timpul, rezultă ecuaţia traiectoriei : 


Y = Yo Voy (2 — 20) + Ea (m a), (1.37) 
E E 


0z 


care este o parabolă (fiind de forma y = Ax” -+ Br-+- 0). 


19. MIȘCAREA ÎN CIMPUL GRAVITAȚIONAL (în vid) 


Experiența cu tubul lui Newton — tub vidat, suficient de lung, conţi- 
nînd diferite obiecte — arată că foate corpurile cad în vid cu aceeași accele- 
rație g, independentă de masa, natura, dimensiunile sau forma corpului. 


- Lă - . . Ed 3 . 
Vectorul accelerației g este orientat vertical spre centrul Pămîntului. Acce- 
lerația gravitaţională g variază cu altitudinea, și chiar la nivelul mării, 


variază uşor cu latitudinea, datorită turtirii Pămîntului la Poli şi rotației 
diurne : la ecuator ga = 9,7805 m/s, la pol gp = 9,8322 m/s?, la paralela 45”: 
de = 9,80616 m/s?. 

În aer, pe lîngă greutatea corpului G = mg, acţionează şi forţa de rezis- 
tenţă a aerului F,. Pentru corpuri mici și grele G > F, şi obţinem rezultate 
apropiate de mişcarea în vid. 


1.9.1. MIȘCAREA PE PARABOLĂ: 


Alegind axele ca în figura 1.15 (viteza inițială 2, în planul 0zy) avem: 


do, do 
da =—— =0, a a = — , (0.20), 1.38 
E? = 779 ( ) (1.38) 
de unde prin integrare : 
d. dy si 
raiul dear ra Dy = Doy — 9, (pz = Do 20): (1.39) 
şi printr-o nouă integrare : 
i 
Z = ok Dozt, J =Yot Dot — st (2 =2=20), (1.40) 


Vaz = Vo COS Go; Doy == Va SIN %o- 


Mişcarea este plană. Constantele de integrare au semnificaţia de viteză ini- 
ţială și poziţie iniţială (la t = 0). Pe orizontală proiecția P' se mişcă uniiorm 
cu viteza oz :== Va COS o, iar pe verticală proiecția P” se mișcă uniform 
variat cu 'viteza iniţială vo = Vp Sin 4 şi accelerația a, = — | 


g. 
Eliminînd timpul din (1.40) se obţine ecuaţia traiectoriei, a parabolei : 


Bz — 2). (1.41) 
2vă cos? 9 


I — Io = (2 — 2o) tg ao — 


y 
4 Curba Parabolă 
balisțică 


Ă 


Fig. 1.15 


Alegînd pentru simpliiicare Ze = Yo = 0, să calculăm înălţimea maximă 
Jm a traiectoriei şi distanţa maximă b pe orizontală (bătaia). Avem pentru 
coordonatele maximului traiectoriei : 


Y' (2) Ze Odaii va Sin 2 0, Ym ul pă Sin? ro (1.42) 
2a 29 


sau alțiel 


Vy =0 fb ez Da SIN o, | (1.43) 
g 
care introdus în (1.40) dă za, Ya. | 
Din simetria parabolei sau din condiţia y = 0 rezultă bătaia b: 


D = 22 e.) vi sin 20 după T =2i4 SR. Vo SiN o. (1.44) 
9 9 


Porabola de 
siguranță 


Fig. 1.16 


Există încă o parabolă care atinge ţinta M (fig. 1.16), sub unghiul com: 
plementar x/2 — a: 


2 ba din 2[-- «) stii dă 
g 2 9 


Pentru 2, dat, bătaia este maximă dacă a, =45;: 
: Das 3 v3/9. (1:45) 


Dacă ae == 7/2, obținem cazul aruncării în sus pe verticală, 
Timpul de urcare (egal cu timpul de coborire) şi înălțimea maximă sînt 
în acest caz: 


Ene i aa, (1.46) 
9 29 


care se pot obţine și din (1.33) punînd a, =—g. 
Traiectoria reală, ţinînd şeama de rezistența aerului, nu.mai: este o 
parabolă, ei așa-numita curbă balistică (tig. 1.15), sensibilă la forma corpului. 


Observaţie, Mișcarea în cimpul gravitațional terestru în vid (9 == const) este o mișcare 
uniform variată generaiă şi conform lui (1.36) se scrie vectorial astfel s 


- - —_ - - 1 - 
D= Vp gt, r=r+ mur gi. (1,47) 


Proiectind aceste: ecuaţii pe axele unui SC ortogonal convenabil, regăsim ecuaţiile (1:39--40) 


19.2. PARABOLA DE SIGURANŢĂ 


Pentru a atinge un punct (2, y) dat, unghiul &, de aruncare trebuie să 
verifice ecuaţia (1.41) (alegem originea O în punctul P, de aruncare, atunci 
To = =0): 


7; 2 - 
= _ 37 + tea). 1.48 
y = Its 23 ( tg“ a) | ( ) 


Aceasta este o ecuaţie de gradul doi în raport cu tg ae. 
Dacă discriminantul acestei ecuaţii, 
2 


a i .” 
Pa RE te i-a (1.49) 
29 2v2 | 

este negativ, nu avem soluţii reale pentru tg &, deci punctul (z, y) nu poate 
fi atins. Dacă discriminantul este pozitiv, avem două soluţii reale distincte 
pentru tg %a: punctul (2, y) poate fi atins prin cele două traiectorii para- 
bole distincte. Anulînd discriminantul, obţinem ecuația așa-numitei para- 
bole de siguranță | 


ya, (1.50) 


locul geometric al punctelor atinse de o singură traiectorie. Pentru punctele 
exterioare parabolei de siguranţă discriminantul este negativ şi nu avem soluţii 
reale pentru tg «e. 

Dacă se aruncă corpul cu aceeaşi viteză p, sub diferite unghiuri «e, 
atunci toate traiectoriile parabole sînt înfășurate de parabola de siguranță 
(de fapt un paraboloid cu axa 09), care este atinsă de o traiectorie dată 
într-un punct de abscisă şi ordonată: 


Ti = 209 t9 4 > Zm» Ye iC. (1 — ctg? a) < Ym: (1.51) 


Numai punctele situate sub această parabolă de siguranță pot îi atinse de 
un corp aruncat cu viteza iniţială v (prin două traiectorii dacă ţinta, este 
interioară. şi printr-o singură traiectorie dacă ținta este pe parabola de 
siguranță). | iată | i 


1.10. MIȘCAREA CIRCULARĂ 
Viteza pe traiectorie sau viteza liniară este (R = const, 0 în radiani, 
fig, 1.17) sc - | 
ds d(OR) _ d 
di dt dt 


R=oR, . . . „41.52)* 
„ unde 


d ÎL = 6 (1.53) 


este vileza unghiulară (instantanee sau momentană). Acceleraţia tangenţială 
este : 


dv du 
[fi = — = — R=eR, 1.94 
i d dt ( ) 
unde 
păst DE a Ea =: (1.55) 
di di 


este accelerația unghiulară (instantanee) în mişcarea circulară. Acceleraţia 
normală sau centripetă este : 


p2 , ie: i : a DI 
Cn CARE = W=OR .. (1.56) 

şi acceleraţia totală: EX 
a fa? Pal = Re oi. (1.57) 


Viteza și acceleraţia pot fi scrise vectorial dacă introducem vectorul 

- i Ş , : 

viteză unghiulară e situat pe axa cercului în sensul dat de regula burghiului. 
= Pi 25 -> = 3 = Pi 

Atunci vectorul acceleraţie unghiulară e = va îi situat pe aceeași axă 


(zljo) (fig. 1.18). 
Se vede imediat că 


Fig. 1.17 | Fig. 1.18 


„Exemple, a) În cazul mişcării circulare uniforme se parcurg arce egale în timpuri egale : 
As/At == const = v. Atunci o = v/R = const, e= 0=0,a4,=eR=0, dar a=0/Rz 0! 
E SR atuibes =a—=b0= (oa 0 = 9, + at — to) 

At at | | 
sau.0 == 0, + ot, dacă tb =0. (1.60) 


Unitatea de viteză unghiulară este egală cu viteza unghiulară a unui mobil care într-o 
mișcare circulară uniformă descrie un unghi la centru de 1 rad în unitatea de timp (1 s)t 


A [co] = [0] = Ti =1s52 în SI (sau 1 rad/s). (1.51) 


Frecvența v sau turaţia n se exprimă prin co astiel: 


van=-*, o=2av, (1.62) 
2% 
[v] =1s?=1Hz, [n] = 1s"! sau rotjs. (1.63) 


Perioada (timpul unei rotații complete) este 


Ta ss; [71 (1.64) 
y [0] 


b) În mișcarea circulară neuniformă co este variabil, funcţie de timp. De exemplu, 
in mişcarea circulară uniform variată avem i 


300 on na ate i E ale (1.65) 
At dt 
A = &» 9 = Şoau = LA + deci, 
di 2 
GI = 03 + 2e(0— 0), (1.66) 
D= pe SS ip Co, co) De. (1.67) 
Numărul de rotații efectuate: 

N = (0 — 0): 27. (1.68) 


Unitatea de acceleraţie unghiulară este egală cu acceleraţia unghiulară a unui mobil aflat 
în mișcare circulară uniform accelerată a cărui viteză unghiulară crește cu o unitate (1 raa/sy 
într-un interval de timp egal cu unitatea (1 s); 


iai a , [e]= 7 = T=1s* Gan 1 rad/s?). (1.69) 


c) Există o analogie între mişcarea circulară (uniformă, uniform variată etc.) şi mișcarea 
curbilinie sau recțilinie corespunzătoare (uniformă, uniform variată etc.), mai exact între 
mărimile unghiulare și cele liniare, în baza formulelor (1.30— 32) şi (1.65-— 67). Mărimile care 
se corespund sînt următoarele : 


Mișcare curbilinie Mișcare circulară Mișcare curbilinie Mișcare circulară 
(mărimi liniare) (mărimi unghiulare) (mărimi liniare) (mărimi unghiulare) |: 
s 9 Di = v2 + 2a,s 0? = 0 + 2e0 
t | t 
| iu 2 ga to, 
2=$ o=0- 2 | 2 
Ss =9%+et îm = — Vals îm = — Cole 
pi .. Lă .. — — 2 , —— 2 
a=o=5 |e=o=ă Sa 2 Vol24, | 0 to? [25 
Io=worhal = et 


334 mt at: 0 = 0 + cut 2 el? 


1.11. MIŞCAREA OSCILATORIE ARMONICĂ 


Proiectînd punctul P care se mişcă uniform pe cerc (fig. 1.17), pe dia- 
metrul AA' a! cercului, obţinem (notăm aici raza cercului cu A): 


z = A cos6 = A cos(ot-+ o). (1.70) 


Mișcarea punctului P” de-a lungul dreptei AA”, descrisă de ecuaţia (1.70), 
se numește mișcarea armonică (sau sinusoidală) și joacă un rol important 
în natură. Mărimea 2 se numește elongajie şi reprezintă distanța punctului 
pînă la centrul mișcării; A este amplitudinea mișcării, adică elongaţia ma- 
ximă (—A <z Ss A); argumentul 0 —=otf-+-a se numește faza mișcării, 
a este faza iniţială (adică O pentru t =0); wo =—2zv = 2/7 se numeşte 
frecvența unghiulară (sau pulsaţie). Viteza şi acceleraţia punctului material 
sînt: | 2 


D= = —0A sin (ot 4.0) = wA cos [art 2-a), (1.71) 


— A Si su, 
a = = = — A cos (ut a) = 024 cos (ol + ra) = — oz, (1.72) 
— o"A'sa sowA. 


Viteza este defazată înaintea elongaţiei cu +/2 sau 7/4, iar acceleraţia 
cu 7 sau T/2 (fig. 1.19). Viteza se anulează cînd elongaţia este maximă și 
invers, viteza este maximă pentru 2 =0 (de exemplu, oscilaţiile mici ale 
unui pendul sau oscilaţiile verticale ale unui corp suspendat pe un resort 


Fig. 1.19 


elastic). Acceleraţia este în opoziţie de fază cu elongaţia şi proporţională 
cu elongaţia, fiind îndreaptată tot timpul spre centrul mişcării. 

În ecuaţia (1.70) poate fi luat tot atît de bine şi sinusul în locul cosi- 
nusului (adică proiecția mobilului pe diametrul luat aceasta revine la 
schimbarea fazei iniţiale cu z/2, 


1.12. PRODUSUL SCALAR ȘI PRODUSUL VECTORIAL 


1.12.1, PRODUSUL SCALAR 


Expresia analitică a produsului scalar într-un SC ortogonal se obţine 
astfel : 
Deoarece 


-32 > | _2 -— == > 

ai ai st, Biti ed (1.73) 

rezultă imediat : 

Ub = (ai —- asi + a) (Di Buj-k bk) = aaba tr by + aeba. (1.74) 

Pe de altă parte (notăm la] = a, 10] =): 
„> - .- > > ab aia. 
ab = ab cos (a, b). de unde cos(a, ) = (1,75) 

(fi 
Produsul scalar este nul, dacă vectorii sînt perpendiculari. 


Exemplu : 
2 = 


cui o [Ei 
C=Q0 ==, rr = +yrZ=r, (1.76) 


32 ; a a: . 
(pătratul scalar « este egal cu pătratul modulului a?), de unde prin derivare 
în raport cu un parametru : 


-32 o . . . Za is Lă zi 
(a) = (02) = 2(azaz + ay + a.0.) = 2aa = 20, (1.77 


112.2. PRODUSUL VECTORIAL 


Expresia analitică a produsului vectorial într-un SC ortogonal se ob- 
ține astfel : 


Deoarece : 


rezultă imediat : 
ax =(ai + ab ad) X (i bait BA) = (ab — adi + 
-H(acba — a2b)i + (azby — asba)k (1.79) 


sau sub formă de determinant: 


> = i i k _ - e die | 
| ba by b, ic 


Doi vectori paraleli au produsul vectorial nul. 


1.12.3. PRODUSUL MIXT 


Cu ajutorul formulelor de mai sus putem demonstra expresia produ- 
sulni mizil, care este simetric la permutări circulare : 


fie du de 
26 x da d, bi] =30 x d=cax =, 30. (81) 
Ca Cu Ca 


Dacă doi vectori din produsul mixt sînt egali sau paraleli, produsul mixt 


este nul. 
Produsul mixt este numeric egal cu volumul paralelipipedului construit pe 


cei trei vectori. 
1.124. DUBLUL PRODUS VECTORIAL 


Folosind expresiile analitice de mai sus, putem verifica următoarea dez- 
voltare a dublului produs vectorial : 


dx x = ba) — cad). | (1.32) 
PROBLEME 


1.1, Care este hodograful: a) vitezei; b) accelerației, unei pietre aruncată sub un unghi 
&, faţă de orizontală cu viteza iniţială V? 
N. a) Segmentul de dreaptă : Va = Vo COS Cos ID SS Do SIN Co 3 (fig. 1.20); 
b) Se reduce la un punct. 


Tig. 1.20 


1.2. Care este hodogralul vitezei și accelerației unei particule în mișcare circulară uni- 
tormă cu viteza v pe un cerc de rază R? 

R, Cerc de rază v»; cerc de rază 0?/h, 

1.3. Carc este hodogratul vitezei unei particule în mișcare circulară uniform variată ? 

R. „Spirala“ v? = Rz[q32 + 2e(0 — 01)] = 02 + 20, R(0 — 0). 

1.4. Un corp aruncat oblic în cîmp gravitațional în vid atinge înălţimea nraximă 


h = 14,7 m, raza de curbură a traiectoriei fiind în acest punct R= 98 m. Să se afle viteza 
inițială v şi unghiul ci x, tu orizontala, 


R. v, = Vaz + R) = 19,6 m/s; ao =-arctg V2N/R == 605, 


1.3. Un corp sc mișcă pe o traiectorie după legea s:= bv” — c"(p, c, n — constante 
pozitive), la momentul inițial t = 0, coordonata iniţială fiind s, = 0. Să se deducă legea 
variației vitezei în funcţie de timp. 


n—] 
n n — 1] 

R. o= E a L, 
pu nb" 


1.6, Într-o mişcare încetinită diagrama vitezei în funcţie de timp este reprezentată 
printr-un sfert de elipsă din primul cadran (fig. 1.21), Viteza iniţială este vu, = 10 m/s și 
timpul pină la Oprire îm = 409 s. Să sc calculeze distanţa s,, parcursă pînă la oprire. 


R. Sa = Doha = 314 m. 
4 


Eupsă Fig. L21 


m 
pi 


1.1. Cunoscind aceeleraţia tangenţială a, = F() şi timpul pînă la oprire î,„ al unui mobii, 
să se scrie legea vitezei în funcție de timp și să se exprime distanţa s, pînă la oprire printr-o 
singură integrală. | 


Li 1 


[i puii ă 3 : 
R. o = — ( FDA; sm = — (noa. Zi 
i o 
1.8. Ecuațiile cinematice ale mișcării unui mobil sint: «= A cos of, y = sin ot, 
(A, E, w — constante pozitive). Să se afle: a) traiectoria ; h) viteza v(z, y) ; c) hodograful 
vitezei ; d) acceleraţia totală a și uccelerația normală a,; e) raza de curbură a traiectoriei. 
R. a) Elipsa z*/A? + y*/B2 = 1 parcursă în sens trigonometric ; b) v= ABo/h=o0D”, 
unde Î = A2B:/VBiz: + Ay: este distanța de la origine (centrul elipsei) pină la tangenta la 
elipsă, D' = semidiametrul conjugat cu raza 'vectoare ; c) elipsa va 424] B'=c* (asemenea 
cu traiectoria) ; d) a = w?r, r =Va2 + y*, orientată spre centrul elipsei, a=o?h;e) R= 
= A'B2/4B, 
1.9. Ua mobil descrie uniform cicloida (fig. 1.22) 


e = R(u — sina), y = R(1 — cos) 


Fig. 1.22 


cu viteza constantă v. Să se arate că proiecția acceleraţici mobilului pe axa Oy este constantă. 
Cicloida este curba descrisă de un punct dat al unui cerc de rază R care se rostogolește 
fără lunecare pe o dreaptă fixă (02). 

Reciproc : Un mobil se mșică uniform pe o curbă plană cu viteza constantă v. Să se 
găsească ecuaţia curbei, dacă proiecția accelerației pe o dreaptă din plan care taie curba, 
este constantă (a, = const < 0). 


NR. a) a, = — JAR; b) cicloida (pentru t = 0 alegem z=0, y =v, r=y=0): 
x = Rarc cos [1 — 1 — Vy(2R — y), (N = — v2/4a,). 


1.10. Un lanţ (sau un fir omogen) suspendat de capetele sale ia sub acţiunea greutăţii 
forma curbei „lănţişor“ (cosinus hiperbolic) : 


y = bch sale (622 + e22), (b = const). 


Un mobil se deplasează uniform pe lanţ cu viteza constantă v. Să se calculeze acceleraţia şi 
raza de curbură în funcţie de poziția (, y) a mobilului, 
R, a = bojy?, R= 2), 


1.11. Să se arate că aleginad convenabil scările pentru viteză și acceleraţie, unghiul sub 
care se vede vectorul accelerației normale din viriul vectorului viteză este cgal cu unghiul 
sub care se vede vectorul viteză din centrul de curbură al traiectoriei. 


1.12, Să se calculeze, în funcţie de viteză și acceleraţie, lungimea coardei interceptate pe 
cercul de curbură de către linia de acţiune a accelerației. 


R. 1= 2v*/a. 
1.13. Un mobil descrie o traiectorie plană astfel, încît v, = cc = const, Să se arate că 
atunci acceleraţia se scrie 
a = v]Re, 
unde o este viteza mobiiului și R raza de curbură. 


1.14. Să se arate că în cazul unei mişcări plane viteza pe traiectorie a mobilului se scrie! 


o = - FĂ, 


unde R este raza de curbură a traiectoriei, iar 0 unghiul dintre vectorul viteză (sau versorul 
tangentei la traiectorie) și o dreaptă fixă din planul mişcării, 


1.15. Un, mobil se mișcă în plan astfel, încît unghiul « dintre viteză și acceleraţie este 
„unstanţ. Să se arate că viteza pe traiectorie a mobilului se scrie 


org tt0—0uetet, 


unde 6 este unghiul dintre vectorul vitezei (sau versorul tangentei la traiectorie) și o dreaptă 
fixă din plan. Ă 


1,16, Ecuațiile mişcării unui mobil sînt următoarele ; 
x = rcosol, y =rsinot, 2=cl, (r, o, c — constante pozitive). 
Să se afle: a) viteza; b) hodogralul vitezei; €) acceleraţia ; d) raza de curbură, 


27 
R. Traiectoria este o elice (dreaptă) de rază r şi pas h=c Es unghiul de înclinare 
a) 


tigu = 2rrjh=rolc; a) v =Vno? + c2 = roj/sina = const; b) cercul 02 + vw = Ra? din 
planul v,=c (viteza descrie suprafața unui con); €) a=0,=ro? = v:sintajr = '/R, 
—_ 

a i 0: şi taie Oz; d) R=—rjsin?a, 


1.17. Un mobil se mișcă uniform variat- pe. un cerc de rază R = 10 cm. Să se afle acee- 
leraţia normală a, a mobilului după î=— 20 s, ştiind că: după N, = 50 rot dela pornire 
viteza mobilului a fost viţ= 10 cm/s, ta 


vii 


——————— = 10. cms. 
16 z2N2R2 


Ra, = 
1.18. Un mobil se mișcă pe o traisetorie circulară după legea s = c8, unde c == 0,10 cm/st. 
Să se afle accelerația tăngențiali a, în momentul cînd viteza este v = 0,30 m/s. 


TR. a, = 9/30 = 6,0gem /s2. 
1.19. Un mobil se mișcă pe un cerc de rază R astfel, încit unghiul « dintre viteză și 


accelerație este constant. Să se exprime viteza în funcţie de timp, viteza iniţială fiind ve. 


PR 
N, = PI 1. ERIE 
R — bol ctsa 
1.20, Să se calculeze amplitudiuza A şi pericada Ta oscilaţiilor armonice ale unui mobil 
cumoscind vitezele mobilului d,» corespunzătoare clongaţiilor sa. 


22 22 

Dita — Vaux ] — m 
RD, A= m, 7 = 2n | = L, 

wi — vi m —uvi 


1.21, Două particule se mişcă cu vitezele constante vis. La un moment dat ele au vec- 
= 
torii de poziţie ras. Care este condiția ca particulele să se ciocnească ? 


- - = 
Vi, — Va _ Te— Ta 
= că - - 
Vi — Tae — 


1,22. O particulă pornește cu viteza iniţială Vp avind accelerația a = I-a, să se afle legea 
vitezei şi legea mișcării. 


E 2 
R. o Vo FF oz? = d chot: pr —-sh ol, 
La) 


„23. O particulă descrie o curbă plană. astfel iucit dreapta suport a accelerației trece 
pri ate -un punctiix. Să searateci accelerația se poa te exprima as tel : 


sa o dofăr. 


Cum trebuie tratat cazul singular al mișcării circulare uniforme ? 
1.24, Să se demonstreze că traiectoria unui punct a cărui viteză este constantă în modul, 
iar accelerația trece printr-un punct fix, este un cerc. 


CAPITOLUL 2 
PRINCIPILE DINAMICII 


Mecanica clasică (newtoniană) se bazează pe trei legi generale sau prin- 
cipii, formulate de Isaac Newton in.celebra sa carte „Principiile matema- 
tice ale filozofiei naturale“ (1687). | 


2.1. PRINCIPIUL INERȚIEI (LEX PRIMA) 


Experienţa arată că un corp în repaus faţă de Pămînt rămîne în repaus 
atita timp cît asupra sa nu acţionează alte corpuri, care să-i modifice această 
stare. De asemenea, experienţe efectuate cu bile netede şi dure (de exemplu, 
de metal) lansate pe suprafețe orizontale netede și dure (de exemplu, pe 
gheaţă), cînd greutatea bilei este neutralizată de reacţiunea normală a pla- 
nului şi forțele de frecare sînt mici, arată că mișcarea bilei se apropie tot 
mai bine de mișcarea rectilinie uniforină. De aici, prin abstractizare, se ajunge 
la bene sau legea inerţici (prima lege a lui Newton), cunoscută încă 
de Galilei (1632) : 

” Un punct material rămîne în repaus sau în mișcare. zezililiaie uni formă 
atila timp cit asupra să nu acționează alle corpuri care să-i schimbe această 
siare de repaus sau de mișcare rectilinie uniformă. 

Principiul inerţici nu poate fi verificat direct experimental, deoarece 
nici un corp nu poate îi sustras complet acţiunii altor corpuri, de exemplu, 
atracției gravitaționale a Pămîntului. Dar este verificat „prin toate conse- 
cinţele sale, 

Experienţa arată de asemenea că la orice acţiune exterioară care caută 

să. schimbe starea de repaus sau de mișcare rectilinie uniformă a corpului, 
corpul se opune, re acţionează, adeseori destul de puternic. 

„ Proprietatea unui corp de a-și menţine starea de repaus sau de mișcare 
rectilinie uniformă, în absența acțiunilor exterioare, sau de a se opune [a. 
orice acţiune exterioară care caută să-i schimbe starea de mișcare, se nu- 
mește inerție. 


Astilel,. corpurile sînt. inerte în sensul că nu-și pot schimba de fe sine 
starea lor de repaus sau de mișcare rectilinie uniformă. În virtutea inerției 
corpurile se mișcă rectiliniu uniform în absenţa acţiunilor exterioare şi da- 
torită inerției tind să-şi menţină această stare de mișcare, opunîndu-se saw 
xeacţionind la acţiunile exterioare. 


Conform principiului inerţiei, mişcarea rectilinie uniformă se autoînireține, 
adică nu necesită nici o acţiune exterioară pentru menţinerea ei. Dimpotrivă, 
orice acţiune exterioară strică o astiel de mișcare, curbînd traiectoria și 
modificînd viteza, adică produce o mişcare accelerată. 

În practică se întîlnesc frecvent mișcări rectilinii uniforme, dar totdeauna 
produse de acţiunea altor corpuri, de exemplu, un tren tras de o locomotivă, 
o sanie trasă de un cal etc. În asemenea cazuri există totdeauna acţiuni 
opuse, de obicei frecările, astfel încît în total acţiunile exterioare se com- 
pensează reciproc. Prin urmare, principiul inerţiei se aplică și în cazul cînd 
rezultanta tuturor acţiunilor exterioare asupra punctului material este nulă, 

Din principiul inerţiei rezultă de asemenea că mișcarea rectilinie uniformă 
joacă în natură un rol deosebit, privilegiat. 


2.2. SISTEMELE DE REFERINŢĂ INERŢIALE 


În formularea principiului inerției nu se spune nimic despre. SR. "Or, 
este evident că mișcarea rectilinie uniformă faţă de un anumit SR au mai 
este astiel faţă de alte SR accelerate față de primul. Prin urmare, principiul 
inerţiei în nici un caz nu poate fi valabil faţă de orice SR. Dacă însă 
principiul inerţiei este valabil într-un SR dat, atunci el va fi automat valabil 
în toate SR care se mișcă-rectiliniu. uniform faţă de acesta, şi sigur nu va 
fi valabil faţă de SR care se mișcă accelerat faţă de acesta (v. 2.7). 


Sistemele de referință în care este valabil principiul inerției se numesc 


sisteme de referinţă inerţiale.” 

Newton a presupus existenţa unui. spațiu absolut şi a unui timp asilut: - 

„Spatiul absolut nu este, din cauza naturii sale însăși, în nici un fel de 

| raport cu vreun obiect oarecare, fiind mereu același şi în nemișcâre“ i 
„Timpul absolut, adevărat şi maătematic, se scurge. prin. natura sa însăşi 
uniform, fără nici. o relaţie cu vreun obiect oarecare“ | 
„Mişcarea absolută este deplasarea unui corp dintr-o poziţie absolută 
spre altă poziţie absolută“. 

În spaţiul absolut se alege un SR absolut, adică fix şi invariabil. Drept SR 
absolut era considerat sistemul de' coordonate astronomic legat de stelele 
fixe şi nebuloasele îndepărtate, şi timpul sideral. Experiența arată că faţă 
de acest SR principiul inerţiei este valabil cu toată precizia atinsă astăzi. 
"Un sistem inerţial foarte bun este sistemul heliocentric al lui Copernic, 

Un SR legat. de Pămînt nu este riguros inerţial, aşa cum contirmă, expe- 
rienţele, din cauza rotației diurne a Pămîntului. Abaterile sînt însă mici și 
în primă aproximație le putem de obicei neglija, considerînd SR legat de 
Pămînt ca fiind practic inerţial. 

Din punctul de vedere al principiului inerţiei toate SR inerţial! sînt 
absolut echivalenie, nici unul din ele nu poate . îi considerat fix sau absolut. 
Aceeași conciuzie rezultă și din celelalte principii ale mecanicii, astfel! încît 
se poate afirma că nu ezistă un spațiu absolut, care să poată fi luat drept SR. 

Mai mult, în teoria relativităţii se arată că spaţiul și timpul sînt legate 
între ele şi proprietăţile lor sînt determinate de materie şi mișcare. . 

__„ O formulare mai chorinzățpace şi mai. profundă. a Brizieigiulii, "inerţiei 
este următoarea : 

__ Particule suficient. de depiintate: unele de allee. (izolate între sic, se “mişcă 
unele faţă de altele rectiliniu uniform. Ma cil ca si i cl ete a 


n a Ta ln ce 0 TRM n i d i TA 


2.3. NOȚIUNEA DE FORȚĂ 


Noţiunea de forță are la origine senzaţia de etort care apare atunci cînd 
ridicăm sau ţinem o greutate, cind tragem sau împingem un corp pe o su- 
prafaţă. Votodată pulem indica direcția și sensul în care îndreptăm efortul, 
precum şi punctul unde aplicăm acest efort. De aici se obține prin abstrac- 
tizare nvţiunea de forță ca vector. Prin intermediul forţelor corpurile acţio- 
nează unele asupra altora, transmiţind mișcarea mecanică. 

Forţele - produc efecte siulice de deformare a corpurilor (sau de echilibrare. 
a altor forţe) şi efecte dinamice de modilicare a vitezei, adică de creare a 
accelerațiilor. 

Exemple de forțe : greutatea corpurilor, presiunea sau tracțiunea produse 
de corpuri sau fire, reacţiunea elastică a unui resort deformat, rezistenţa 
opusă de fluid la înaintarea unui corp etc. - 

Măsurarea forlelor se face pe baza efectelor lor. Există corpuri, numite 
elaslice, la care deformaţiile (nu prea mari) dispar.-odată cu îndepărtarea 
forţelor care le-au produs, de exemplu, resorturile. Se poate considera că 
deiormările elastice sînt proporţionale. cu torțele care le produc. Dinamo- 
melrele sînt resorturi elastice prevăzute cu riglă gradată pentru măsurarea 
alungirilor, deci și a îorţelor respective, Un etalon mai bun îl constituie 
greutatea unui anumit corp de referință într-un anumit loc pe suprafaţa 
Pămîntului. 

Astfel, unitatea ilogrem-fortă (kg1) este greutatea (în vid) a etalcnului masă de 1 kg 


(păstrat la Sevres) în cimpul gravitațional ncrmal (stonde1d) g, = 9,80665 m/s: care coincide 
practic cu valoarea go = 9,80616 mjs? de la nivelul mării și paralela 45*, | 


Experiențele (nerelativiste) arată că forţele se compun după regula para- 
lelogramului (Heron din antichitate, S. Stevin — 1605, G. Roberval — 1636), 
adică sînt mărimi vectoriale. De aiei se abstrage principiul Ss opelineag el 
acţiunii forţelor (formulat separat de Newton): d 

"Uri corp sub acțiunea simuliană a două forțe descrie (pornind din repaus) 
Tva unui paralelogram avînd ca laturi aceste forțe, în același timp în 
care 'ar desolte E pari fiecare latură sub acțiunea 02) ED AESDIREOLDUREI 


2.4. PRINCIPIUL FUNDAMENTAL (LEX SECUNDA) 


Dacă aplicăm unui punct” material diferite forţe F, punctul material 
capătă aceeleraţii a coliniare şi proporţionale cu forţele aplicate (fig. 2.1): 


SEE A: 
A=—,. = ma =mM—, 
m di 
e a) 


unde m este un parametru 
pozitiv, caracteristic punctului 
material, numit masă. Newton ”. 
av definit. masa unui corp. ca : 
măsură a cantității de materie. 
conţinute în corp. Cu cit masa 
unui corp este mai mare, cu: 
atît acceleraţia, produsă de o: 


forță dată, este mai mică. De aici rezultă că masa unui corp este o măsură 
a inerjiei sale, adică o măsură a gradului de opunere sau de reacțiune a 
corpului la acţiunea forţelor exterioare care îi schimbă starea de repaus sau 
de mișcare rectilinie uniformă. În această caliţate de măsură a inerției, masa m 
se numește masă inerlă sau inerțială şi se manilestă deci sub dublu aspect, 
pasiv şi activ: în absenţa forțelor exterioare corpul își păstrează mișcarea: 
rectilinie uniformă, conform principiului inerţiei, iar sub acțiunea unei forțe 
exterioare admite o acceleraţie invers proporțională cu masa sa inertă, con- 
form principiului fundamental. | | 

Ecuația (2.1) reprezintă legea îundamentală a dinamicii (legea a doua 
a Ini Newton, 1687). 


— ES = 2) , 
Observaţii : 1) Ecuația F = ma na n2 Spun3 nimic desprenatura forţei ; ea poate fi de 


natură gravitaţională, electromagnetică, nucleară sau în particular, forță elastică, forță de: 


îvecare etc. 

a - 0 - - Fi : . _“ . 

În ecuaţia F = ma lorţa apare sub formă abstractă ca un model mecanic al oricărei inter= 
acțiuni a cu stiau independent de. natura fizică a acestei interacțiuni. În modul acesta, - 


ecuaţia F = ma, pe lingă caracterul de lege a naturii. poartă şi caracterul de definiție dina- 
mie ică a forţei. D2 acea pentru determinarea mișcării unui sistem trebuie cunoscută şi legea: 


fati fc, de e exemplu, pentru oscilatorul elastic trebuie cunoscută legea lui Hooke, pentru sistemul 
PPOADRI IL 


solar — “legea atracției gravitaționale, pentru atom — lega lui Coulomb a infenae iei PipEtaa 


statice (mai general, electromagnetice) etc. 

2) Experienţa arată că principiul fundamental este valabil numai în SR inerfiale, la tel 
ca şi principiul inerției. Legea fundamentală (2.1) nu se schimbă cind trecem de la un SR 
inerţial la altul, deoarece nici mărimea forţei (măsurată eu dinamometrul.f deci cu ajutorul 
vistelor şi ceasornicelor). nici mirimea căii nu se schimbă în acest caz (după cum 
vom jvedea în 2.7). 

Vom stabili mai tirziu modulțin care sc scrie legea Au dtcentaitie în cazul unui SR ne- 
înerțial (cap. 10). 


3) În teoria restrinsă a relativității a lui Cinștein (1995) se arată, și esper ienţele citată: 


că in viteze foarte mari, apropiate de viteza luminii în vid c = 2,997925-10% m/s, masa 
corpului nu rămine constantă, ci crește cu viteza după legea: 


FER „Io et . e, e (2.2) 

Vi — v? ce > 
unde m, esto masa corpului în repaus. 
Atunci legea fundamentală (2.1) tre- 


huie scrisă corect astfel (aşa a scris-o 
şi Newton); 


= am) 
F=——. 2.3) 
at 


rime importantă, (cantitatea 0 de _miș- 


care sau misi “punctului materia!) 
(fig. 2.2). 


dt Traiectoria : 
bilă nici în domeniul atomic, unde:se 
Fig. 2.2 aplică. niecanica cuantică: 


. E 
Produsul mo reprezintă deci o mă-: 


Mecânica clasică nu este vala-: 


POD OO N PI O O SO 


2.5. GREUTATEA ȘI MASA 


Greutatea unui corp este în esenţă forfa cu care el este atras de Pă- 
mînt (v. $ 10.2). Static, greutatea se manifestă prin: forța cu care corpul 
apasă pe un plan orizontal sau întinde firul de suspensie. Dinamic, greutatea 
produce căderea corpului lăsat liber. Experiența arată că în vid, cînd nu 
acţionează decît forța de greutate, toate corpurile cad (într-un loc dat) cu 
aceeaşi acceleraţie g independentă de masa, natura, dimensiunile sau forma 
corpurilor, deci conform ecuaţiei (2.1) : 


G=mg, 9 =Glm.. 04) 


Această relaţie este fundamentală pentru măsurarea masei, deoarece reduce 
compararea maselor la compararea greutăților lor, într-un același loc : 


G./Ga => |me. | (2.5) 


Măsurarea masei se face cu ajutorul balanței. 
Unitatea de masă, numită kilogram, este egală cu masa prototipului. din 
platină-iridiu păstrat la Biroul Internaţional de Măsuri şi Greutăţi de la 
Sevres (Franţa). -. ui: 
În SI masa se alege ca mărime fundamentală, forța fiind atunci o mă- 
rime derivată. Unitatea de forţă rezultă din legea fundamentală: 


[FI = (m]la] = (7 = MLT= = 1g-m[s? =1 N în SI 


sau [F] = 1 g-cm/s? = 1 dyn = 10-5N în CGS. 
nitatea de forță (1 N) este: egală cu forţa care aplicată unei mase egaie cu 
unitatea (1 kg) îi imprimă o acceleraţie egală cu unitatea (1-m/s%). 

- Unitatea .filogram forță (kst) din sistemul tehnic MISEIS este egală cu greutatea unui 
dilozram-masă în cimpul gravitațional normal 9, = 9,80665 m/s? sau, în altă formă, este forţa 
care aplicată unei mase de 1 Lg îi imprimă o acceleraţie egală cu accelerația gravitaţională 
normală g, = 9,80565 m/s*: Sp Me RA LE 

1 kgt = i kg+9,80665 m/s? = 9,80665 N 9.8 N. a (RD 


De aici se vede că într-un cîmp gravitațional normal (standard) masa unui corp exprimată în 
ks coincide numeric cu greutatea sa exprimată în kgt. nu însă în alte cîmpuri gravitaționale. 
De exemplu, pe Lună, nn corp cu masa de 1 kg are greutatea de 0,165 kgt (gr, = 1,62 m/s?), 
sar pe Soare: 27,5 kof.(gs = 271 m/s). 


Subliniem încă o dată deosebirea dintre greutatea unui corp și masa sa: 

Greutatea unui corp este o forță, egală cu forța de atracţie exercitată de 
Pămînt. Ea Variază cu altitudinea şi latitudinea, fiind dependentă de cîmpul 
gravitațional. Greutatea se mășoară cu dinamometrul. Masa este .0 mărime 
scalară, :-o 'caracteristică internă a corpului, independentă de altitudine şi 
latitudine, Mâsa se măsoară cu balanța (se poate măsura şi cu dinamometrui 
prin metoda substituției : se măscară alungirea produsă de corpul măsurat, 
apoi se înlocuieşte corpul cu mase, etalon pină se obţine aceeași alungire), 

Proprietatea corpurilor de a atrage alte corpuri.şi de a fi atrase de alte 
corpuri, exprimată în legea atracției universale. a lui Newton (cap. 8), 
este cea de-a doua manifestare a masei (alături de inerție). În această calitate 
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masa se numește masa grea sau 'gravifică (sau gravitațională) şi este o măsură 
a interacțiunii corpului cu cîmpul gravitațional. Datorită masei gravifice 
corputile creează un cîmp gravitațional și suferă acţiunea unui cîmp gravi- 
taţional ; de aceea masa gravifică se mai numeşte Şi „sarcină“ gravitică, 
fiind analoagă sarcinii electrice. 

Experiențele confirmă cu mare precizie faptul că cele două proprietăţi, 
inerția și gravitatea, se datoresc unei mărimi unice : masa corpului, cu alte cu- 
vinte, masa inertă este egală cu masa gravifică, Acest fapt stă la baza teo- 
riei generale a relativității (a cîmpului gravitațional) a lui Einstein (1916). 

În baza acestei egalităţi, aceeași formulă (2.4) exprimă forța gravitaţio- 
nală static prin masa grea și în acelaşi timp dinamice prin masa inertă. Cu 
ajutorul balanței măsurăm masa grea, deci automat și masa inertă. 


2.6. PRINCIPIUL ACȚIUNII ŞI REACȚIUNII (LEX TERTIA) 


Experienţa arată că acţiunea unui corp asupra altuia poartă totdeauna 
caracterul unei interacțiuni, adică acţiunea unui corp asupra altuia naşte 
simultan o reacțiune a acestuia din urmă asupra printi tai, — corpurile ac- 
ționează deci unul asupra celuilalt. 

Principiul III atirmă că fiecărei acțiuni i se opune totdeauna o reacțiune, 
egală în modul și de sens contrar, sau, altfel, acțiunile reciproce a două corpuri 
(puncte materiale) sînt toldeauna egale în modul şi dirijate în sensuri contrare 
(legea a treia a lui Newton). Cele două forțe, acțiunea și reacţiunea, sînt 
aplicate simultan și la corpuri diferite (de-a lungul dreptei care unește cele 
două corpuri). 

Subliniem că aici este vorba dle o ;anleraegie italia, simultană şi nu de o 


cauză şi un efect. 
Exemple. În statică un corp pipote pet un vila orizontal apasă asupra planuiui cu greu= 
tatea sa,. deformindu-l.. Se naște siinultan, o 'reacţiune din partea planului, egală în modul 


şi de sens.opus,:aplicată corpului. În:dinamică : dacă tragem accelerat un. cărucior cu o forţă | 
dată; resimțim simultan asupra noastră o. reacțiune egală in modul şi de sens contrar din 


partea căruciorului, 
Acţiunea şi reacţiunea apar nu numai la contactul a două corpuri, ci și în cazul inter= 


acţiunii prin intermediul unui cimp.. De exemplu, atracția gravitaţională reciprocă dintre 
ftgiz corpuri, Peegețiunea, « Supe două COIDEEI. cu sarcini electrice etc. 


2.7, "TRANSFORMARILE LUI GALILEI 


e fa [i 


Un “eveniment die îxeripla, ciocnirea - a. două particule, prezenţa unei 
particule clasice într-un anumit | < la un anumit moment etc.) este, carac- 


terizat prin patru coordonate : : locul — prin 3: coordonate spaţiale z, i A 


şi niorentul — prin timpul'/ (coordonata temporală). - 
 Un:același eveniment. sau: proces :(de exemplu, mișcarea unei A 


poate fi studiat din două.SR diferite -— vom spune de către doi observatori . 


diferiți, fiindcă oricînd putem presupune, fără a restrînge generalitatea, 
că în fiecare. SR. se află cîte un observator care studiază evenimentele 


şi reciproc, de fiecare observator este legat un SR propriu (SC, riglă şi cea- 


sornic).. Fiecare observator măsoară: coordânatele evenimentelor 'cu instru- 
mentele sale (rigla și Geta gaiie a) Şi stablegte” legile exprimate în Acele, 
coordonate.  . a? ini, asa se E i 
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„2.7.1. TRANSFORMĂRILE LUI GALILEI 


Este important de stabilit legătura -dintre coordonatele unui eveniment 
măsurațe de diferiţi observatori (adică din diferite SR), adică transformările» 
de coordonate care dau trecerea de la un SR la altul. Astfel putem vedea: care 
aspecte ale fenomenelor și legilor sînt relative, adică dependente de SR şi 
care sînt absolute sau invariante, adică independente de SR (aceleași pentru 
toţi observatorii). 

Vom presupune că riglele şi: ceasornicele diferiților observatori sînt 
consiruite și. etalonate identic, adică după sia il „rețetă“ (același Prosica 
tehnologic). 


Fie. două SR E isA sa cu ş. şi s (lig. 23). Presupunem că s se mișcă 


faţă de S rectiliniu uniform cu viteza constantă i. Din punctul de. vedere al 
observatorului S, aplicînd regula adunării vectoriale, rezultă conform tg. 2.3: 


r =r— 00, dar 00! =B+rii 
deci i 


= e.) 


sila: toate. scie tree măsurate cu instrumentele din S. Dar.nu această 
legătură ne interesează. Noi vrem să stabilim legătura dintre coordonaţele 


i 


Cr, t) ale evenimentului P, măsurate de observatorul $ cu instrumentele 


sale, și coordonatele: Gr”. „.t) “ale aceluiaşi eveniment dar măsurate de! obser- 
vatorul - S' cu instrumentele sale, Or, instrumentele (rigla și ceasornicul) din 
PP acei 


S' se află în mișcare față de S|! Dar atunci vectorul 0'P —7r! măsurat:. de 
diecate observator din S i Ss cu instrumentele lui, va da același rezultaţ.? 


Fig, 2.3 


În mecanica clasică newtoniană se consideră că lungimile (distanțele) și 
duratele (intervalele de timp), măsurate în diferite SR, sînt aceleași, adică au 
an caracter absolut sau invariant, adică rezultatele măsurătorilor de lungime 
şi durată nu depind nici de mișcarea instrumentelor de măsură (rigle și 
ceasornice), nici de mișcarea obiectelor măsurate. 

Această ipoteză este foarte bine verificată în domeniul vitezelor! obiş- 
auite (chiar pentru viteze cosmice), dar în domeniul vitezelor foarte. mari, 


+ >» 


apropiate de viteza luminii c = 3-10 m/s (de exemplu, în cazul particulelor 
elementare), această ipoteză nu mai este exactă şi trebuie aplicată mecanica 
relațivistă. 

Rămînînd în cadrul mecanicii clasice, în baza caracterului absolut al 
lungimilor, riglele din diferite SR (construite şi etalonate la fel) vor indica 
aceeași lungime, dimensiunile unui obiect sau distanţa spaţială dintre două 
evenimente va fi aceeași în toate SR. La fel, în baza caracterului absolut 
“al duratelor, ceasornicele din diferite SR (construite şi etalonate la fel), vor 
arăta aceleași durate sau intervale de timp ale proceselor, durata unui proces 
sau distanța temporală dintre două evenimente va fi aceeaşi în toate SR. 
Timpul va curge la îel în toate SR. Evenimente simultane într-un SR vor 
îi simultane în toate SR (pentru toţi observatorii), adică simultaneitatea 
evenimentelor are caracter absolut sau invariant, 

Admiţind această ipoteză, putem considera că în relaţiile (2.8) toate 


- 


'e x. Sp A - - 
mărimile tără accent, adică r, £, sînt măsurate de observatorul S cu instru- 


mentele sale, iar mărimile cu accent, adică p! „t', sînt măsurate de observatorul 
S' cu instrumentele sale, adică (2.8) ne dau chiar legătura căutată dintre 
coordonatele unui eveniment P, măsurate în S$, și Găopăoiiatele aceluiași 
eveniment P măsurate în S', 


Relaţiile (2.8) se numesc transformările Imi Galilei; ele dau trecerea de 
la un SR Ia altul, mișcat rectiliniu uniform faţă de primul. Cunoscînd coorda- 


natele (r, î) ale unui eveniment, măsurate într-un SR dat (cu instrumentele 


. i Cp * . . - 
din acest SR), putem calcula coordonatele (1, i) ale acestui eveniment, 
măsurate în oricare alt SR, în mișcare rectilinie uniformă faţă de cel dat. 


272. COMPUNEREA VITEZELOR 


Scriind transformările inverse, care dau trecerea de la S' la S: 


PSP hu Pt stă to (2.9) 
diferențiindu-le : , 
dr = dr! + ud”, dt = ar Y,, (2.10) 
şi împărțindu-le membru la membru : î 


dr decir E dr gigi 
d/ d dr 


găsim legea ctasică de compunere (sau de transformare) d vitezelor : 


— 


zii iai, E (2.11) 


-adică viteza o, faţă -de 5 este egală cu viteza „relativă“ p, faţă de S' plus 
viteza de „transport“ 1 a sistemului S iaţă de $, 


Dr .."? 


Ea E ae 


2.7.3. COMPUNEREA ACCELERAȚIILOR 


Diferenţiind relaţiile (2.11) şi împărțindu-le la di —d(', obţinem îegea 
de compunere (sau de iransformare) « acceleraţiilor : 


dv = dv”, (au = 0), di =, 


adică accelerația este aceeași în toate sistemele de referinlă care se mișcă reeli-. 


liniu uniform Ca = const) unele faţă de aliele, adică acceleraţia este invarianță 
față de sistemele de referință aflate în translație relativă uniformă, 

Dacă acceleraţia este nulă într-un sistem S, adică particula este în repaus. 
sau se mișcă rectiliniu uniform faţă de S, atunci acceleraţia va fi nulă în, 
oricare alt sistem S' mișcat rectiliniu uniform. faţă de primul, adică particula, 
va fi în repaus sau în mişcare rectilinie uniformă în toate aceste sisteme 
de referință aflate în translație uniformă unele lață de altele. 

Dacă acum principiul inerției este valabil faţă de un SR, deci acesta 
este inerfial, atunci acest principiu va fi valabil în toate SR aflate în trans- 
laţie uniformă faţă de primul, care vor fi de asemenea inerțiale (și sigur 
nu va fi valabil fată de SR accelerate faţă de primul), deci avem o familie 
de SR inerțiale care se mișcă unele faţă de altele rectiliniu uniform 

Reciproc, dacă două SR sînt inerțiale, atunci ele se află în faialaţiă 
uniformă unul faţă de cețălalt, altfel invarianţa accelerației (2. 12) ar fi violată 


(a z const; du/dt ș 0) şi d =0 într-un sistem n-ar implica W =0 în ce- 
lătatt sistem. 


2.8. PRINCIPIUL RELATIVITĂȚII 
(DIN MECANICA CLASICĂ) 


Cele trei principii ale mecanicii sau legi ale lui Newton sînt suficiente 
pentru a clădi întregul edificiu al mecanicii clasice cu toate legile sale. 

Primul principiu (al inerției) este valabil în toate SR incițiale, deoarece 
este chiar folosit pentru a defini aceste sisteme. 

Al doilea principiu (al acţiunii forţei) este de asemenea valabil în toate 


SR inerţiale. În adevăr, pe de o parte, acceleraţia este aceeași (invariantă) 
faţă de toate SR inerţiale, după cum am arătat, iar masa se consideră con- 


stanilă în mecanica clasică newtoniană, deci ma este invariant. Pe de altă 
parte, măsurarea forței cu dinamometrul se reduce la măsurarea alungirii 
unui resort, adică la măsurarea simultană a coordonatelor capetelor resor- 
tului, ceea ce, în virtutea caracterului absolut al lungimilor şi duratelor 
(în particular, a simultaneității), va conduce la același rezultat pentru forţă 


în diferite SR, deci ecuaţia fundamentală a dinamicii Fă = ma, este aceeași 
în toate SR inerţiale. 

În sfirşit, al treilea principiu (al acţiunii şi reacţiunii) este și el valabil 
în toate SR inerţiale, 


Principiile mecanicii newtoniene fiind aceleaşi în toate SR inerțiale, 
rezultă că toate legile mecanicii (care sînt consecințe ale principiilor) sînt ace- 
deași în orice SR inerțiale. | | 3 

Acesta este conţinutul principiului relativităţii în mecanică, găsit încă 
-de Galilei (1632). | Ati 

Folosind transformările Galilei, putem enunţa principiul relativităţii 
-astiel : i 

Legile mecanicii clasice newloniene sînt invariante la transformările Galilei, 
„pe scurt, sînt Galilei-invariante sau G-invariante. 

De aici rezultă că din punct de vedere mecanic toate SR inerţiale sînt 
“absolut echivalenie ; nici un SR inerţial nu poate îi considerat fix sau absolut, 
toate sînt egal îndreptăţite. | | 

: “Prin urmare, nici o experiență mecanică efectuată în interiorul unui: la- 
'borator inerţial -nu ne permite să determinăm mişcarea sa rectilinie uniformă 
față de stelele fixe (faţă de. alte SR inerţiale). De exemplu, nici o experiență 
mecanică efectuată într-o cabină închisă a unui vapor sau avion, allat în 
mişcare rectilinie uniformă față de Pămînt, nu :ne permite să determinăm 
mișcarea acestui vapor sau avion. Într-adevăr, nu ne putem da seama dacă 
vaporul (trenul). merge 'rectiliniu uniform sau. stă,,pe. loc, deoarece. toată 
activitatea noastră decurge absolut la fel în cele două cazuri. Lucrurile se 
schimbă radical într-un SR neinerțial. În acest caz legile lui Newton . nu 
mai sînt valabile și cu ajutorul experienţelor mecanice efectuate în interiorul 
:sistemului (pe. baza abaterilor. de la legile lui Newton) putem determina 
-aceeleraţia acestuia, de exemplu rotația sa, faţă de SR inerţiale (faţă de stele). 
„Astfel se poate dovedi cu ajutorul experienţelor, mecanice efectuate într-un 
laborator pe Pămînt, că Pămiîntul se rotește (abateri în căderea liberă a 
“corpurilor, rotația planului de oscilație a unui pendul). - AR 

Principiul relativităţii din mecanică a fost extins de A. Einstein (1905) 
fa întreaga fizică. “Astfel, toate legile fizicii (mecanice, electromagnetice; op- 
tice, nucleare etc.) sînt aceleaşi în toate SR inerţiale, sau altfel, nici o expe- 
rienţă de fizică efectuată în interiorul unui laborator inerţial nu ne permite 
:să determinăm mișcarea rectilinie uniformă a acestuia faţă de alte labora- 
toare inerţiale (faţă de stele şi nebuloase îndepărtate). 

Trebuie observat că spre deosebire de mecanica clasică newtoniană, în 
"mecanica relativistă lungimile și duratele se schimbă atunci cînd trecem de 
la un SR inerţial la altul (contracția lungimilor şi dilatarea duratelor), de 
:aceea se obţin alte transformări de coordonate (transformările Lorentz) în tocul 
transformărilor Galilei (v. cap. 11). 3 


PROBLEME 


2.1. Să se considere cazul particular al transform irilor Galilei cind sistemele S, S au axele 
sparalele, se mișcă de-a lungul axei comune Oz și la t = !'.= 0 originile lor coincideau (fig. 2.4). 


aste Ă — - > i = -. - "în 
1 PI E r=r— ut, i=tșireciproci r=r+u,t=t (2.13) 


“si'pe co:nponente : 
| (a =z—ut psp 
ju =y y=y 


i 
SE | | 17 =z | i zZ=7 
i | pt i=t 


2.14): 


> - i 
D= hu Sau Vp Datu, D= = (2.15) 


şi invarianţa accelerației : 


7 ao DP, .P., aid & ” 
(= a, Sau 02 = Ca Qy = 0 0,0, (2.16) 


2.2. Se poate construi un sistem coerent „gravitațional“ de unităţi, scriind legea atracției 
gravitaționale F = —mM/r?, Păstrind unităţile fundamentale L, M, 7, care ar fi atunci di- 
mensiunile! forței şi energiei ? Cum s-ar scrie principiul II!2 

„ R. (F] = ML = kg?/m? = forţa de atracţie dintre două particule de cite 1 kg la distanţa 
3 


1 = m 
de 1m;(W]= ML = kg?/m ete.; F= — ma, unde y = 6,67-10-:! a este constanta, 
ai ge 


M Li 


gravitaţională. 


LR 


CAPITOLUL 3 
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


_ = 


Din legea fundamentală a mecanicii F = p rezultă trei teoreme : a im- 
pulsului (sau cantităţii de mișcare), a momentului cinetic și a energiei ci- 
netice. Aceste trei teoreme sînt valabile atît în mecanica clasică, cit și în 
mecanica relativistă, cu deosebirea că în mecanica clasică masa se consideră 
constantă, iar în mecanica relativistă masa crește cu viteza după lega (2.2) 
şi de aceea. expresia energiei cinelice este alta. | 


31. TEOREMA IMPULSULUI 


j.egea fundamentală a mecanicii : 


— dm) dp aer = E 
1 = =—— — 2, 5.1 
d! d Pr) 


- — Și . . - 
unde p = mw este impulsul punctului material (cantitatea de mișcare), afirmă 
că forța aplicată punctului material este egală cu derivata impulsului punctului 


material în raport cu timpul. 
Din ecuația (3.1) rezultă 


F di = d(mo) = dp, (3.2) 
(a 
det - - - a _ = = 
H tţ di= pa — pu == Ap = A(nw) = mabz — Mu. (3.3) 
d 
În mecanica relativistă masa este constantă, de aceea (3.3) devine: 
a d 
> 08 e dna pa Bi (3.4) 
în 


_ | 
Iategrala H se numeşte impulsul forței (în teoria ciocnirilor se mai numește 
„percuţie). Ecuația (3.3) exprimă teorema impulsului. 


Teorema impulsului : Impulsul forței rezultante aplicate punciului material 
este egal cu variația impulsului punctului material. 

Dacă rezultanta forţelor aplicate este permanent nulă, impulsul punctului 
material se conservă, adică punctul material rămîne în repaus sau în miş- 
care rectilinie uniformă. Un punct material nu-şi poate schimba de la sine 
impulsul sin (măsura mișcării mecanice), ci numai sub acţiunea unei forțe 
aplicate lui. 


Conform piincipiului III, forţa F este efectul interacțiunii punctului 


: Si x . De De as 
anaterial cu alte corpuri, asupra cărora se exercita acțiunea E” =—F din 
partea puvrtului material. Putem, astfel, scrie 

” ia i PI n a 
74 TA E): E, = 
— FF o —P'al = SF dt =Ap, (3.9) 


prin urmare, creșterea vectorială a impulsului punctului material se obţine 
pe seama scăderii corespunzătoare a impulsului corpurilor care au acţionat 
asupra sa. Avem deci un transfer de impuls de la un corp la altul, realizat 
prin intermediul forţei, în procesul interacțiunii. Impulsul este o măsură 
vectorială (de tip spaţial) a mișcării (din punctul de vedere al translaţiei 
spaţiale). Teorema impulsului exprimă o lege de conservare a mișcării materiei. 
Existenţa, mărimii fizice impuls și a legii fizice de conservare a impulsului 
eşte legată de proprietatea de.omogenilate a spaţiului (simetria la translaţii). 
Impulsul se măsoară în N-s =kg-m/s (în SI) sau dyn:s = g-cm/s 
4(în CGS). | 
În procesele de ciocniri, unde apar forţe puternice în intervale scurte de 
timp, impulsul forţei se mai numește uneori percuție (sau percusiune). 


3.2. MOMENTUL FORŢEI. MOMENTUL CINETIC 


Dacă un rigid are un punct fix (o articulaţie) în jurul căruia se poate roti 
iber, atunci aplicînd o forţă rigidului, el se va roti în jurul unei axe trecînd 
prin articulaţie, perpendiculară pe planul definit de articulaţie şi forță 
(fig. 3.1). Efectul este același, oriunde am aplica forța pe suportul său (de 
exemplu, prin intermediul unui fir 
lung). Dacă suportul forţei trece prin 
asticulaţie, rigidul evident nu se ro- 
tește. Etectul de rotaţie este deter- 
aninat de forţă şi de distanţa su- 
portului său pînă la articulaţie 
(braţul forţei). Ținînd seama de di- 
gecţia axei și sensul rotației, putem 
spune că efectul de rotaţie este dat. 
de momentul forţei față de polul O, 
definit prin produsul vectorial : 


AM EL rx F: M=rFsine =.Fb, 
(3.6) Tig. 3.1 


unde 7 este vectorul de poziţie al punetului de aplicaţie al for ței, iar b — brațuP 
forţei, adică distanţa de la pol la dreapta de acţiune 'a forței (fig. 3.1) (Ch. 
Huygens 1693, L. J. Lagrange 1793). Momentul forței se măsoară în N-m.. 

Momentul forţei este numeric egal (ca Ia orice produs vectorial) cu aria 


paralelogramului construit pe cei doi vectori (7, E ) sau cu dublul ariei . 


triunghiului construit din O pe F. Momentul nu se schimbă dacă iorţa lunecă& 


pe suportul său. 
Dacă rigidul are o ară fixă în jurul căreia se poate roti liber, atunci o: 


forţă paralelă cu axa de rotaţie sau concurentă cu aceasta nu produce rotaţie. 
Efectul -de rotaţie este produs numai de componenta iransversală (pe axă) a 
forței, înmulțită cu brațul ei, adică de momentul îorţei în raport cu axa 
(fig. 3.2): 
to £ 
MI Fb. (3.7) 


Acesta este egal totodată cu proiecția pe axă a vectorului moment M =rxF 
faţă de un pol de pe axă: 


My= eM = e(r x F) = e G pi F.), e -- versorul axei. (3.8) 


Cealaltă componentă My tinde să rotească doar axa de rotaţie. 
„La fel ca mai sus se definește momentul oricărui vector, de exemplu, mo- 
mentul pese, numit moment cinetie (sau moment d ptiăuu lea) (fig, 3.3): 


"def = > - 


LSrxp=rxm, a (3.9 


Momentul cinețic se măsoară în J-+s (sau erg:s).. 


- Fig. 3.3 


3.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC 


Derivînd r- : a 3. 9) în raport cu timpul şi inlocuind derivata impulsului . 
prin forţă, conf “m ecuaţiei fundamentale (3.1), obţinem 


= 


dr = - ȘI ; ; K 
<leoarece Ei pad X mo = 0, fiind vectori paraleli, deci 


Lai 
=) 


îi ; : E = 7 pd — = L, M =— i (3.10) 
i a. di : di E 
Momentul forței este egal cu derivata momentului cinetic în raport cu timpul. 

Momentul forţei şi momentul cinetic se consideră faţă de acelaşi punct (pol) 

fiz într-un SR inerţial). 

Se poate spune că (3.10) este o „transcriere“: sub formă unghiulară 

a lui lex secunda (care are forma liniară). 

Era ca la: teorema i “iure, obţii | teorema momentului cinetie : 


ţia = Jx dă = al = = — În B41) 


- 


i, | 


adică: i aotlauă momentului fiti obentl icon ) forlei aplicate punctului 


material este egal cu variația momentului cinetic al punctului. material. 

Dacă momentul forţei rezultante este permanent nul, momentul cinetic 
al punctului material se conservă : un punct material nu-și” “poate 'schimba 
momentul său cinetic decit sub acțiunea unui moment al forței, 


Exemple. a) În "iipeatsa rectilinie uniformă E = 0, M = 0, deci impulsul p se conşervă 
Și: momentul cinetic Z față de orice pol se conservă i (fig. 3.4) „Aceasta rezultă și direct, căci 
momentul unui vector nu se schimbă dacă vectorul (mp = const) lunecă pe suportul său. . 

) În mişcarea circulară uniformă forța este centripetă, trece permanent prin centrul 
<ercului, deci momentul ei față de acest centru este permanent zero (iig. 3.5). Atunci momen- 
tul cinetic al particulei faţă de centrul cercului se conservă (îig. 3.6) Acest lucru se găsește 


- 


Și direct căci l2| = pe x me = TIND == mr*00 =.const (fiindcă p =| 3]. = const, w = const), 
iar direcţia şi sensul lui 74 de asemenea se conservă : să = mr este stu La aa pe pla: 
nul cercului (fig. 3.6). 

€) În mișcarea unei planete în jurul Soarelui, forţa asupra planetei trece permanent prin 
centrul Soarelui (forța de atracţie gravitaţională), deci momentul ei faţă de Soare este perma- 
ment zero și atunci momentul. cinetic al planetei față de Soare se conservă, deşi orbita. nu este 
în general circulară, ci eliptică, Soarele ailindu-se într-unul din focarele elipsei (fig. 3.7). 


+ Momentul cinetic definit mai sus se mai numeşte şi moment cinetic or- 
bital sau extern, deoarece 'este legat de mişcarea particulei pe o orbită 
<traiectorie), spre deosebire da momentul cinetic propia sau intern, numit 
şi spin la particule elementare, 


- 


[= fxmV=const 


my să 
(vi «const 
tn ul) a i L) = consi 
F=0,M=0, M.=0 


p=const,  =const 


EI Fig. 3.4 Fig. 35 


- to=const, M_=0O 
L-ryxmvz= Hs :U 
=mrâş = const 


le F x MU con 


m 


Fig. 3.6 | | SR Fig. 3.7 


Momentul cinetic este și el o măsură a mișcării (din punctul de vedere 
al rotației) : Teorema momentului cinetic exprimă o lege de conservare a 
mișcării mecanice, transmise de la un corp la altul prin intermediul forțe; în: 
procesul interacțiunii. Existenţa mărimii fizice moment cinetic şi a legii 
fizice de conservare a monientului cinetic este legată de proprietatea de 
izolropie a spaţiului (simetria la rotații). 


Ohservaţie. În mecanica cuantică se arată, şi experiecnia confirmă, că în cciclul aiczric 
se manifestă caracterul <isoNit cuantiiicat al momentului cinetic : 


Le=t, l=0, 1, Du Ag 


h 
27 


[îi == — = 1.0545-1072 JI: s (h — constanta Planck). (3.12% 


Spinul poate avea și valori semiintregi (multipli de 2/2). 5 


"34. LUCRUL MECANIC. PUTEREA 


34.1. IIS BELLEI 


Forţele pot ieri deplasări ale corpurilor pe o inec oarecare. 0 
măsură a efectului uti? al forţei în acest proces este dată de lucrul mecanic, 
definit prin produsul dinire deplasare ; și componenta forței pe direcția deplasării 
deoarece componenta, normală a forței nu- poate contribui la. deplasarea dată 
(fapt. observat încă de Euler) (fig. 3.8). Asttel, lucrul mecanic este definit 


prin produsul scalar dintre forța care acţionează asupra punctului material și 


deplasare : 
r - — —— aci ai 
aw SP ar — 20, pf Far &, Fade + Fdy + Fiad) = 


= ) (Fava + Fovs “a Food, | E (3.13) 


- 


"dr = ati + vi -+ 2) = dz + Sdy + dz. 
În cazul forţei constante dig. 3.9): 
W = (2 dr a ui fă a le "r,) = FÂr = Fd costk, a), F = căt, 
: (3.14) 


Tig, 3.8 | E Fig. 3.9 


Dacă îorța este tot timpul perpendiculară pe 'direcţia deplasării, lucrul 
mecanic efectuat de forţă este. nul. Prin urmare, într-o mișcare curbilinie 
numai componenta fangeniială a forţei efectuează lucru mecanic, şi nu com- 
ponenta normală. 

Pentru unitatea de, lucru mecanic rezultă : 


[W] = (Fdd) = LiMT- =1 kg” M"/s* = 1J în SI (3.15) 
sau | 
[W] =] g-cm?/s? = l erg = 107% în CGS. | (3.16) 


Unilaiea de lucru mecanic (1 J]) este egală cu lucrul mecanic efectuat de 
o forță unitate (1 N) pe un drum egal cu unitatea (1 m) în direcţia forţei. 
'0 unitate des folosită este kilowatora : 


1 EWh E 1 RW-1 h = 3,6-10% ]. (3.17) 


3.4.2. PUTEREA 


Acelaşi lucru mecanic poate îi efectuat în dilerite intervale de timp. 
Definim puierea medie în intervalul de timp At prin raportul dintre lucrul 
mecanic VP efectuat în acest interval şi intervalul Aț: 

i 


pi za €. (3.18 
(P> 25 | (3.18) 


şi puterea instantanee sau momentană : 


a X7 Rita 
i EL te 0 ai (3.19) 
Ar=0 A/ di | 


Dacă lucrul mecanic este efectuat uniform, limita din (3. 19) coincide cu ra- 
portul (3.18). Ţinind seama de (3.13), rezultă 


adică puterea dezvoltală de o forță este egală cu produsul scalar dinire forță 
şi viteză. | 


Pentru unitatea de putere rezultă : 
[2] =(WIN1d = L"Mr =] kg-m?/s9 = 1 W = 1J/s în SI (3.21) 
sau 
[P] = 1 g-cm?/ss = 1 erg/s în CGS. 
În sistemul MKIS: | 
[P] = 1 kg m/s=1 kgf-m/s = 980665 W. (3.22) 
În sitrşit, o unitate tolerată este calul putere: 


1 CP = 75 kgm/s = 736 W. a (8.29 


3.5. TEOREMA ENERGIEI CINETICE 


Înmulţind ecuaţia (3.1) scalar cu dr = Dl, obţinem 


SE Pi i 


văt = vă(mă) = 9 dm + modo = am ++ mod, (3.24) 


di 


> „> i sai — 
unde v =vv =, care prin diferenţiere dă vdy =vdv, 
Spre deosebire de celelalte două teoreme, nu putem înainta aici mai 
departe fără a cunoaşte concret dependența masei de viteză. În mecanica 
clasică m — const, astfel încî+ 


IW = Fr = mod = a[ame) — aE,, m = const, (3.25) 
| | 
P-(Fă AB Ea Ba (3.26) 
1 
unde 
E, m —P-, m = const, (3.27) 


se numeşte energie cinetică a punctului material (în mecanica relativistă se 
obţine o altă expresie pentru energie cinetică), 


Teorema energiei cinetice,. Lucrul: mecanic efectuat de forța rezultantă, 
aplicată punctului material, este egal cu: variaţia energici cinetice a punctului 
material. 


+ Dacă rezultanta forţelor aplicate. este permanent nulă, energia cinetică 
a punctului material se conservă: un punct material nu-şi poate modifica 
energia sa cinetică decit sub acţiunea unei forțe aplicate lui. RR 

Energia cinetică este egală cu lucrul mecanic cheltuit pentru a aduce 
particula din repaus pînă la viteza v sau altfel spus, cu lucrul mecanic necesar 


peniru a opri particula sau, în fine, cu lucrul mecanic restituit de particulă 
la oprirea sa. 

Energia cinetică este o măsură sealară (de tip temporal) a mişcării. Exis- 
tenta mărimii fizice energie cinetică și a legii fizice de conservare a energiei 
cinetice este legată de proprietatea de omogeniiaie a timpului (simetria la 


“translații temporale). 


Mişcarea mecanică se transmite de la un corp la altul în procesul inter- 
5 2 


acțiunii lor prin intermediul forţei. Impulsul forţei H ţa, impulsul 
| i 


2 2 
Dă ci d _ = 
momentului forţei 7 = Șâz au = (e X F)AL şi lucrul mecanic “al forței 
1 1 


Li - - Li - .. - - — pi: La . . 
respectiv cu variaţia cantităţii de mișcare p —mv, a momentului cinetic 
> a => SĂ > E = Lă E] Lă Li Lă . 
L=7 Xp =rX moşia energiei cinetice E, = mv?'/2 a punctului material. 

Impulsul ca măsură a mișcării a fost introdus în mecanică de Descartes 
(1644), iar energia cinetică (de fapt „forța vie“ mo?) de Leibniz (1686). 


„== 
Observăm că ezistă în general o funcţie (7, v) (Lagrange), astiel tacit impulsul şi energia 
particulei se exprimă asttel : 


. pri =— = ogradpl, E= po— Le | Ş (3.28) 
unde pentru particula liberă + 


L = mo]a = E dacă m= const (3.29) 
(În mecanica relativistă expresia lagrangeanului este alta), 


3.6: ENERGIA POTENȚIALĂ 


3.6.1. FORȚE CONSERVATIVE 


>= 
Fie punctul material într-un cîmp de forţe F(r). Există cîmpuri de forţe, 
numite conservative, de exemplu, cîmpul gravitațional sau cîmpul electro- 
static, pentru care lucrul mecanic efectuat de forțele cîmpului asupra pune- 


tului material nu depinde de traiectorie sau de viteza punctului, ci numai. de 
poziţiile iniţială și finală. Atunci lucrul mecanic efectuat de cîmp asupra 
punctului material pe o traiectorie închisă este nul (fig. 3.10): 


Was == W, b23 Was — W, ba =0, Wa + W, bi. == 0, 


Wim =0 sauGPar=0. (3.30) 
Reciproc, se poate lua această proprietate drept definiţie a cîmpului con- 
servativ: a. 


Un cîmp de forțe esie conservativ dacă lucrul mecanic . efectuat de forţele 
cîmpului asupra punctului material este zero pe un drum închis. 


3.6.2. ENERGIA POTENȚIALĂ 


Alegiînd un punct de referinţă fix arbitrar Pe 
(adesea la infinit), numim energie potențială a 


nic, cu semn schimbat, efeciuat de forțele cimpuiui 
pentru a aduce punciul material din punctul de 
referință P, în punctul considerat P sau lucrul 


Fig. 3.10 


mecanic efectuat de forlele cimpului peniru « deplasa punctul material din | 


P() în punctul de referință P,: 


P Po 
UE — fă = + Par, au — Far. (8.31) 
"Po P 


Atunci lucrul mecanic efectuat de cîmp între două puncte Pa va îi egal cu: 
minus variaţia energiei potenţiale între acele puncte : 


2 0 2 i 
W =$ E di = | az +6 Far = ea Ati ” (699) 
I-II î : | gs 
ceea ce se obţine și direct prin integrarea relaţiei Fdr =— dU. 


—, 
Invers, cunoscînd energia potențială U(r) putem calcula prin derivare 
forțele (forțele derivă din energie potenţială, precum cîmpul din potenţial) : 


r 
= 


= AU = Fdr= FR, dz + F, dy A+ F. dz, 


_2U aa + 2U ay SU d- = grad U-di, (3.33) 
az îy az 
2 
PA Sa ai = — 2„U, Fp== a-i = — O,„U, Fa = — ae = — OU, 
co cy Z 
FD stea grad U = BA 
cr 


“adică forța esic gradientul cu semn schimbat al energiei potenţiare (gradientul 
unui scalar este un vector ale cărui componente sînt derivatete parţiale ale 
scalarului). dt: d 


36.3. SUPRAFEȚE ECHIPOTENŢIALE. 
LINII DE FORŢĂ 


Suprafeţele pe care U == const se nuimesc suprafeţe echipotenţiale, 
„Dacă ne deplasăm pe o astlel de suprafaţă dU = 0, dar dU= — dt? = 


—_ — Și = 0 ame PD E, . a 2 
= —F dr, deci dW =0 și PLăr, adică lucrul mecanic este nui, iar 


punclului material într-un punci P(r) lucrul need 


forța F este perpendiculară pe suprafețele 
echipolențiale şi îndrepială în sensul des» 
creșterii energiei potenţiale (fig. 3.11). (Gra- 
dientul unui scalar este totdeauna perpen- 
dicular pe  supraleţele pe care scalarul 
este constant și îndreptat în sensul 
creșterii scalarului). 

Liniile de îorţă sînț curbele de-a lungul 
cărora veclorul forță este tangent; ele sînt 
normale pe suprafelele echipotenţiale. Fig. 3.11 


Linii de tort 


N 
Supretete 
achipoien- 
tale 


3.7. CONSERVAREA ENERGIEI MECANICE 


Să considerăm mișcarea particulei într-un cîmp de îorțe conservative. 
Atunci, aplicînd teorema energiei cinetice (3.26), obţinem 


W = (rar AB. e By Ba e AU = Uli W = A, 


AF, + AU =A(E. + U) =0, E.+U=E =const, (3.34) 
Ea + U, = Eat U, =E const. 


Aceasta uste teorema conservării energiei mecanice, adică a energiei ciretice 
şi potenţiale : 

Într-un cîmp de forțe conservative are loc în timpul mişcării o transfermare 
reciprocă « energiei cinetice şi potențiale a parliculei, suma lor rămînînd constantă, 

Pentru un cîmp de torţe neconservative (disipative), cînd lucrul mecanic 
depinde de traiectorie şi de modul de mişcare, nu există energie poteniială, 
și atunci energia mecanică (cinetică) nu se conservă, ci se transformă in alte 
forme de energie nemecanice. De exemplu, în cazul forţelor de frecare, cind 
lucrul mecanic depinde de lungimea drumului şi nu este nul pe un drum 
închis, energia mecanică se transformă în căldură (se disipează în mediu 
trecînd în energie internă). 

Să presupunem acum că punctul material se află într-un cîmp de lorțe 

-— A 4 Ioa seta , 3 î - 3 i 

conservative F(r) care derivă deci dintr-un potenţial U(r), și este supus în 
același timp. la o forţă neconservativă (disipativă) F'. Aplicînd din nou, 
teorema energiei cinetice (3.26), obţinem acum 


— 


w= (FF) dr = AF, = Pa | FT dr oa AT 4 W, 


ww 2) E” dr = A(E, + U). 


„Lucrul mecanic al forțelor neconservalive (disipative) aplicate punctului 
material. este egal cu. variația energiei mecanice a punctului material, 
De exemplu, lucrul mecanic al forţelor de frecare, care este totdeauna 
negativ, deoarece forțele de' frecare sînt dirijate în sens contrar mişcării, 
produce o scădere a energiei mecanice, transtormind-o în căldură. 


Exemple. a) Cazul unidimensional, Fie cazul cînd energia potențiuă depinde de o singură 
*oordonată (de exemplu, distanța pină la un centru al forţelor) (fig. 3. 12). În absenţa forţelor 
"disipative (neconservative), energia mecanică totală E = E, + U se conservă și energia cinetică 
'se obţine ca diferența E, = E — U. În figura 3.12, în cazul energiei totale E = PAL avem! 
U= PN şi E. = NM. Deoarece totdeauna E, > 0. punctul material se poate mișca fie numai 
în „groapa de potenţial“ AQB (5, ss s ss ss) din care nu poate ieși, îie în regiunea de la C | 
a infinit (s > s,) și nu poate escalada „bariera de potenţial“ BTC. 


Fig. 3.12 


În punctele unde energia potenţială U are extreme, derivatele ei, deci forţele (v. 3.33) 
“e anulează şi punctul material așezat în repaus în aceste puncte va.fi în echilibru. În cazul 
aminimului energiei potenţiale, echilibrul este siazil, deoarece la o deplasare a mobilului, U ar 
“crește şi E, ar deveni negativă (deci viteza imaginară !) (în fig. 3.12 poziţia Q(s,)). Dacă i se 
imprimă mobilului o viteză mică. el va oscila tot timpul în jurul poziţiei de echilibru stabil 


spre deosebire de cazul maximului lui U, cînd mobilul se va depărta de poziția de echilibru 
instabil (fig. 3.12, poziţia 7). (L. J. Lagrange 1788, G. L. Dirichlet 1846). 


Dacă există frecări, energia mecavică va scădea și oscilaţiile particulei se vor amortiza. 
b) Pentru cimpul gravilajional terestru în apropierea suprafeței Pămintului, lucrul mecanic 


efectuat de forţa de greutate mg între două puncte Pus Caplace 4 numai de diferența de nivel, 
astfel încît (fig. 3. 13): 


(mg) 62 = mgz. - X, îi (3.36) 


| 
CU a 


Supraieţele echipotenţiale sint plane orizontale, liniile de forţă sînt drepte verticale şi iorţa 
mg este indreptată în jos, în sensul descreșterii energiei potenţiale U : 


Fp=—0U=0, Fps —0,U=0, FL 0 Us mg, 2 8.37 


Dacă avem o suprafaţă netedă, fără frecare, cu profilul ca în figura 3.12, atunci energia 
motenţială a unui punct material aflat pe această suprafaţă în cîmpul gravitațional terestru 
va fi dată de aceeași curbă Uz, dacă s măsoară distanța pe orizontală. De aceea mişcarea 


unei particule (săniuțe) pe accastă supraiaţă 
în cîmpul gravitațional terestru va ilustra 
perfect. mişcarea particulei în cimpul considerat 
U(s). De aici provin şi denumirile: „groapă“ 
de potenţial ,„barieră“ de potenţial, a „esca- 
lada“, efect „tunel“ etc. Observăm că în me- 
canica cuantică, spre deosebire de mecanica 
clasică, există o probabilitate nenulă ca parti- 
cula să treacă prin bariera de potenţial BIC 
din figura 3.12 (efect „lunel“). 


3.8. FORŢELE DE FRECARE 


La contactul dintre două solide apar forțe de frecare. Ele se datoresc: 
întrepătrunderii asperităţilor și neregularităţilor microscopice ale celor două, 
suprafeţe care se ating. În planul de contact există, desigur, două forţe. 
de frecare : acţiunea și reacţiunea, egale în modul şi de sens opus, una ac- 
ționează asupra unui corp, iar cealaltă asupra celuilalt corp. Chiar înainte. 
de a începe lunecarea apar forţe de frecare între solide, numite forțe de. 
frecare statică sau de aderenţă. În cazul lunecării ele se numesc forţe de frecare: 
cinetică sau de frecare la lunecare. 
„ Pentru a deplasa un obiect 
pe podea, de exemplu, un dulap, 
trebuie să împingem obiectul cu 
o anumită forţă minimă, necesară 
pentru a-l urni din loc, adică 
pentru a învinge înțepenirea (ade- 
renţa) iniţială, de repaus. Există 
deci o forţă de frecare statică sau 
de aderenţă, mazimă, f,. Dar, 
odată corpul urnit din loc, este 
necesară o forță mai mică pentru 
a-l menţine în mişcare de lune- 
care, pe podea, adică pentru a 
învinge îorța de frecare cinetică 
sau de lunecare, f.<f, (fig. 3.14). 


8.8.1. LEGILE FRECĂRII 


Experiențele conduc la urmă- 
toarele două legi ale îrecării: 

1. Forța maximă de aderență 
fs şi forla de frecare la lunecare f, 
între două corpuri nu depind de 
aria suprafeței de coniact dintre 
corpuri. | 

2. Forța maximă de aderență f, 
şi forla de frecare la lunecare fe, 
sînt proporlionale cu forța de 
apăsare normală N, care se exer- 
cită între corpuri la suprafața lor : 
de coniac: 


fs = UN, fe = ueN, fe > fus 
Mg > Le (3.38) 


unde yu, este coeficientul de ade- 
rență, iar u, este i matei da de 
frecare la lunecare. -*: - . o Pg 84 


Aceşti coeficienţi de frecare nu depind de aria suprafeţei de contact 
dintre cele două corpuri (nelubrifiate), ci de natura materialelor și felul 
preiucrării suprafeţelor.de. contact (gradul de ștefuire sau de contaminare 
cu oxizi sau alte substanțe). Coelicientul pu, este practic independent de 
viteza relativă de lunecare a corpului (la început scade puţin cu creșterea 
vitezei, apoi creşte). 

Dacă așezăm un corp pe un plan înclinat, atunci unghiul maxim de: 
echilibru o, este dat de tg o, = us şi se numește unghi de «derență. La îel 
unghiul planului pentru care corpul lunecă uniform e, este dat de tg pe =ue 
şi se numește unghi de frecare la lunecare. 

În probleme de statică (echilibru cu frecare) sau de rostogolire fără lu- 
necare intervine us, iar în probleme de cinematică în care apare lunecarea 
corpurilor intervine u. Uneori deosebirea dintre u; şi u. poate îi neglijată, 
deoarece valorile lor sînt apropiate între ele. 

Cele două legi ale frecării au fost descoperite experimental de Leonardo 
da Vinci (1452-1519) şi redescoperite în 1699 de inginerul francez G. Amon- 
tons. Ulterior savantul francez Charles A. Coulomb (1736-1806) a efectuat 
multe experienţe asupra îrecării și a subliniat deosebirea dintre frecarea 
statică şi cea cinetică. În cinstea lui cele două legi îi poartă numele. 


i3.82. EXPLICAȚIA LEGILOR FRECĂRII. 


Aceasta rezultă din analiza microscopică a suprafeţelor în contact. Oricit 
de stefuite ar îi suprafeţele, ele prezintă nenumărate neregularități sau aspe- 
rități microscopice. Atunci aria reală a contactului este mult mai mică decit 
aria aparentă macroscopică (poate îi de zece mii de ori mai mică). Această 
arie reală de contact este proporţională cu apăsarea normală, deoarece 
virfurile neregularităilor, dacă sînt supuse la apăsare sporită, se defor- 
mează plastic (presiunea este foarte mare din cauza ariei mici) și aria reală 
de contact crește practic proporțional cu apăsarea. În cazul lunecării aceste 
contacte-suduri dintre suprafeţe sînt rupte şi se formează continuu altele noi. 
La rostogolire asperităţile sînt mai degrabă „netezite“ sau „călcate“, decit 
rupte ca în cazul lunecării, de aceea frecarea la rostogolire este mult mai mică 
(de sute de ori), decît frecarea la lunecare (așa se explică rolul rulmenţilor). 

Este bine cunoscut rolul frecării în natură şi în tehnică. 


3.9. PROBLEMELE DINAMICII PUNCTULUI MATERIAL 


În mecanica punctului material se pun următoarele două probleme : 

I. Cunoscind legea de mișcare a punciului material, să se determine foria 
sub acliunea căreia se produce această mișcare. 

Problema se rezolvă prin derivarea succesivă a ecuaţiilor cinematice ale 
mișcării. Întîi se obţin componentele vitezei, apoi ale accelerației. Înmulţind 
acestea din urmă cu masa, obținem componentele forței. 

II. Problema fundamentală. Cunoscînd forța care acționează asupra punc- 
tului material, poziția inițială și vileza inițială, să se delermine legea de mişcare 
u punctului material. îi 

Problema se rezolvă prin integrarea succesivă a ecuaţiilor diferenţiale ale 
dinamicii punctului material : 


=> E .. 
mr =F sau mă =F,, My = Fy mz=Fa (3.39) 
în care forţa este în general funcţie de coordonate (poziţie), timp și viteză : 
ral prga — și *- Lă Lă - .. *. p.:9 
Fe, £, o). La aceste. ecuaţii se adaugă de obicei anumite condiţii restrictive 


pentru mișcare şi anumite condiţii pentru forţe, de exemplu pentru forţele 
de frecare (F£, = uN), 

Pentru a stabili corect forţele trebuie în primul rînd precizat bine sistemul 
fizic pe care-l studiem. Apoi îl izolăm mintal de mediul înconjurător și repre- 
zentăm acţiunea mediului asupra corpului prin foriele corespunzătoare : se 
spune că „eliberăm“ corpul de legăturile sale (cu mediul), dar introducînd 
reacțiunile respective ale legăturilor. Obţi- | 
nem astiel corpul „liber“, supus la forţele 
corespunzătoare, și putem aplica legile me- 
canicii (alegînd convenabil un SC). 

Oricare forță pe care o reprezentăm. îre- 
buie să fie exercitată neapărat de un corp 
din mediul înconjurător. Pentru a nu greşi, 
este bine să urmărim următoarele trei ca- 
tegorii de forţe: 

— forţe exercitate prin cîmp, de exem- 


plu greutatea mg (forţa electrică qi eta.) ș 
— forţe active de tracțiune sau împingere 
prin fire sau tije; 
— forţe de contact cu alte corpuri, | 
La contactul a două corpuri solide apar Fig. 3.15 


toideauna două forţe : reacţiunea normală N 
și forla de frecare F, (fig. 3.19). Reacţiunea normală N se datorește detor- 


mării elastice a corpului 'din mediul înconjurător cu care corpul nostru 
studiat este în contact. Forţa de frecare se opune deplasării corpului şi este : 
„— în cazul nealunecării : 0 s FF, sf, =uN, x 

(3.40) 
i: — în cazul lunecării :.F/ = fe, =uN. 

Dacă corpul este în contact cu un fluid, atunci rolul reacţiunii normale 
îl joacă forța” arhimedică! (verticală), iau forța de frecare va fi forţa de 
rezistență (uincţie de viteză), întimpinată de corp la înaintare, A 

Exemple. Să considerăm citeva cazuri simple de mișcare rectilinie.! je 

a) Forţa “depinde numai de timp. Se:poate aplica direct teorema impulsului ; 

: 


2 
1 Li 
INV — NV = ro d 0 =p+— (ro di = v(4), 
4 m 
0 i 0 
ALA (341) 
Lă | 3 ; . ţ | Li = 
dz = vi, 24 (no di = a). 
Ş 0. : 
5) Torța depinde numai de poziție. Se poate aplica direct teorema energici cinetice: 
1 1 C „3% 12 
— mo? — — mw = (re da, V= oo Lira) az] = v(2), 
2 2, Ea m A o. | 
„Xeo 9 
iu x 
(D= 042 ao dr = vw + 2(0(z — ) — formula Galilei). (3.42) 
2 
a 
dn a E u=| sd = Ha), 
p J v(2) 
o 


e) Forţa depinde numai de viteză: 


p 
mn AR F(), di = îneie: (t=m | ALA =). (3.43) 
Lili F(o) F(») 
Vo 


Dacă se poate determina de aici v = (4), atunci continuăm integrarea : 
rit Aa. 
dz = vat, a = 2 + (ocna = a(), | (3.44) 
d | | | 


Altfel, determinăm 2 = z(0): 


gi ei E 00 ce sia ae aa E, 
di “A F(o) | 
(3.45) 
p | 
Lt = + mţ ARE = 2(0). 
*(2) 
Vo 


Eliminind v din (3.44---15), putem obține ecuația mişcării « = z(l). 


3.10. OSCILATORUL ARMONIC 


În baza legii fundamentale, ţinind seama de expresia accelerației (1.72), 
avem 


-F =ma =mă = — mo = — NI, + wa =0, (3.46) 


adică forţa este proporțională cu 'elonguția şi îndreptată spre centrul atractiv. 
Reciproc, se poate lua. această lege a. forţei. F = — kr pentru definirea 
mișcării oscilatorii armonice. 


Perioada se exprimă prin constanta cvasielastică k = mo? astiel : 


ui Ik =mo?, o =/E, T=2zy |. (3.47) 
m R 
Energia potenţială a punctului material în cimpul iorlei elastice F= — ha 
este | 
x PU 
di scai 
U e dI = je ka) = RE 49,48) 
0 | 0 


şi se reprezintă deci printr-o parabolă (fig. 1.16). 
Energia mecanică a punctului material se conservă : 


Es = mot = mo?A” sin:(ol+ o), U = Ia -— LA? cos?(ot-+-a), 


(3.49) 


i A z 
E=E.-+U azi -- w%a2) = AL mat42 kA? =const. (3.90) 


Î. : 


Le) 


= 


| 


Energia cinetică se transiormă permanent în energie potenţială şi reciproc, 
În punctele extreme E. = 0 și U este maximă, iar în centrul mișcării U = 19) 
și E. este maximă. 


O torţă constantă F (de exemplu, mg) aplicată oscilatorului armonic nu 
face decit să deplaseze punctul de echilibru cu F/k. 


Fig. 3.16 


Exemplu : Ua corp de masă n suspendat pe un resort clastic de constantă & oscilează 
vertical cu un oscilator armonie. 

Observaţie. În mecanica cuantică se arată că cnerizia totală E a unui ii aid armonic 
este cuantificată, adică poate lua .un şir discret:de valori: scie ai și 


E = ton +a) n= 0, 1, 2... 
2 


(3.51) 


î = haz = 10515107 J+s (h — constanta Planck). 


3.11. PENDULUL GRAVITAȚIONAL SIMPLU (MATEMATIC) 


Pendului gravitațional simplu este un punct material suspendat 


printr-un fir inextensibil de masă neglijabilă, „care poate oscila într-un 
plan vertical în jurul punctului de suspensic sub 'acţitinea greutăţii sale 
(lig. 3.17). Forţele de frecare se neglijează. 

Alegisia pentru unghiul de deviere 0 
sensul pozitiv cel trigonometric și axa Oz 
perpendicular pe figură spre cititor, mo- 
mentul forţei și momentul cinetic față de 
punctul de suspensie O se scriu astiel : 


II, = M = — mglsin 6, ANES A = mul = 
| — mĂE (3.52) 
(tensiunea din fir F nu dă moment 
faţă de 0). Ecuația (3.10) dă atunci 
M. = La, — mglsiu 06 = mEP5, 


3 + sin 0=0, O—O—O(34.53) 


unde masa in s-a simplificat, deci oscilaţiile nu depind de masa punctului 
material. Ecuația "poate fi rezolvată imediat pentru oscilaţii sub unghiuri 
mici 0 < 1 rad (0 < 6%). Atunci sin 0 0 (în rad) și obţinem ecuaţia osci- 
latorului armonic : ce 


0 ia 10 = 0 sau LE %0 = 0, 0 =scos(ul + o), (3.54) 


de unde rezultă (a nu se confunda: frecvenţa UrptiulaRA «w cu viteza unghiu- 


lară momentană 6): 
i s=]+ Ta i Eă (3.55) 


şi legile 'cunoscute ale sell săraplu : : 

1. Legea substanţei. Perioada nu depinde de masa și natura substanţei 
punctului material (indiferent de amplitudine). 

2. Legea izocronismului- nscilaţiilor mici. Oscilaţiile mici sint izocrone, 
adică perioada oscilaţiilor mici (a < 6) nu depinde de ampliludinea lor 
unghiulară. 

Be Perioada oscilaţiilor. este direct citi cu rădăcina pătrată 
din lungimea pendulului și invers: proporţională cu rădăcina pătrată . din 
acceleraţia gravitaţională, 


Aplicaţie 


Putem calcula ușor și tensiunea F din fir (pentru orice amplitudine de oscilație), scriind 
ecuaţia fundamentală F = mu pe direcţia radială: 


| să 
Ri „9. cos ee = Mp =m—: (3.56) 
Dar din conservarea energiei lirei 
1 E p E Ă % . - 
acu mb: = mgh = myl(cos 9 — COS.x), | SI - 7) 
de unde SE p.2 | 
F = mg(3 cos 0—.2 cosa).: -: : i. : (3.58) 


Tensiunea din fir este maximă pentru 0 = 0, adică în men: entul cind firul trece prin poziţia 
verticală : 


Fa = mai — 2 cos). ij (3.39) 


În particular pentru oscilaţii cu - avpittadiuitia a = 60” şi 90* (bineînţeles, oscilaţiile nu mai sint 
armonice) avem - . : 


Faoz = 2m9, (a = 600) şi Fmaa = 3mg, (a = 90%). (3.60) 


Tensiunea din fir este minimă în poziţiile extreme: Fin = Mg cos, 


3.12. MIŞCAREA CIRCULARĂ 


În mișcarea circulară oarecare, forța are componentele (fig. 3.18): 
= do ds i a dl 
+ =ma, F, = ma, = m— = Mo, (Fe mi = ms). (3,601) 
ij „di Ss NP 
sau. F, = meh. = moR = mâR, 
ră — ma, = mu R = mo? 2R = mov, 
vectorial : 


E, = =me x h, E, =mo x = —moh = 
Pa E (3.62) 
e 
să «It BRE ie INI A: i 
A 0 
Forţa FF, F,) poate fi de orice natură: i Fig. 3.18 


elastică (fir întins, roţi), graviiaţională (pla- Ai DE | 
nete, sateliți), electrosiatică (electroni în atom în. modelul Bohr), 
forţa de îr ecare solid-solid (autov chicule pe şosea) etc. 


În mișcarea circulară, uniformă v = const. (dar v V si. const);.deci A =yU =0 
(dar a, =9/R) şi F, =0 (6 =0) — acceleraţia este centripetă : și forța 
este centripetă. ma du da. cel 


PROBLEME 


3.1. Pe o masă este întins un lanţ. Un capăt al lanţului, de care este prins un corp greu 
de dimensiuni neglijabile, atirnă-liber peste marginca mesei. Cind porţiunea de lanţ de pe masă 
are lungimea Î,. Janţul începe. să lunece cu frecare 'de pe masă. Să se: FRICULELe viteza spal 
în momentul, cind cl părăsește masa. za 


e e E aa vs Vale 

3.2. Un tren incepe să îrineze uniform, parcurgind o distanţă sui = 180 m pină 1a oprire. 
Un pendul simplu suspendat în va gon a deviat cu un unghi Mazim da = 10 după inceperea 
frinării. Care a fost viteza iniţială a trenului ? 


a i Ze aa da 24/20 îs(om 2) = 17,5 mUIS2, 


3.9. Peste un scripete ideal este trecut un fir cu două corpuri identice de masă în fiecare, 
atirnate la capete. Peste unui din'corpuri este așezat un corp adiţional de masă Am şi în firul 
de suspensie respectiv este intercalat un resort fin de constantă elastică F. Să se calculeze : 
a) Diferenţa R, — R dintre apăsarea statică si cea dinamică exercitată de scripete asupra la gă- 
relor sale ; b) apăsarea f exercitată de corpul adițional Am asupra corpului pe care este așezat ; 
e) alungirea suplimentară Az a resortului în timpul mişcării. | 

(Amy i ») p= 2gmâm 2 ideia ia (m + Am)Am 


n. â) Ro R= 
2m + Am” . 9m+ Am... î. (om + Am) 


3.4, Gu ce accelerație trebuie să coboare un automobil de masă M pe deasupra unei scîn- 
duri de masă m așezată pe un plan înclinat de ungbi e, pentru ca scîndura să lunece uniform 
îa sus pe pianul înclinat ? Goaticientul de frecare între scindură și planul înclinat este yu, 


8 R.a= (1 + n [M) (sina + u cos) 


3.5. Variind înclinarea unui plan înclinat s-a găsit că un corp așezat pe ăcest plan rămîne 
în repaus pînă la un unghi maxim egal cu e = 300. Fixind înclinarea la un unghi e = 459 s-a 
găsit că viteza limită de! lunecare liberă a corpuiui în jos pe plan atinge valoarea c == 4,0 m/s, 
forţa de rezistență a aeruiui fiind proporțională cu pătratul vitezei corpului. Lansind acum 
corpul cu viteza iniţială 2, = 2,0 m/s în sus pe planul înclinat eu: d = 45 3”), să se afle cu ce 
viteză se întoarce corpul. înapoi la baza pianului.. d sa 


1 
i) 
i vă je? + sin(a + 0)/sin(a — ?) 


; D= 1,0 mis. 


3.6. Un vazului simplu de masă m este fixat într- -un cărucior care: a) urcă, ca cei co- 
boară, cu o. acceleraţie constantă a pe un plau înclinat de unghi ai.) urcă sau coboară liber 
pe acel plan, unghiut de frecare tiiud q. Să se afle: unghiul de deviere 0 al tirului de suspensie 
față de verticală şi tensiunea R din fir în poziția de echilibru relativ a pendulului, precum şi 
perioada micilor oscilații în jurul poziţiei de echilibru relativ, 


—acosa 
ga sin Pa 


n, a) tg 0 = Rea a 2 de ZE SIgasta c, 


T = 2 al, „bio pa SE, ă rh 
E R | di Sasa g cos a 
3.2. Un corp suspendat de un resort osttieazii cu perioada 7, = 0, 50 s. Adăugina un, tii 
a UL a peelu da devine 7, = 0, 60 s. Cu cit a coborit: centrul de: oscilaţii 2 


N, Ar = 2 — 3) = 2,7 cm, EP 
47? 


3.8. Un punct material execută oscilaţii mici pe o curbă netedă situată în planul vertical, 
în jurul minimului curbei, sub acţiunea greutăţii. Să se arate că perioada oscilaţiilor mici este 


Ro/9 s n II zar 


unde R, cdi raza dă eius a ctzbal. în săi de ininim, e i, ; : ; 
3.9. O particulă se mișcă pe o axă orizontală Oz într-un cimp de forţă, diseară de co- 
ordonată, conform gruticului din figura 3.19 (Fe = 10 N). Asupra particulei acţionează de 


asemenea şi o forță de frecare, cu IF, | <î Fe, Particula pleacă din punctul A de abscisă.1, = 
= 0,10 m, fără viteză iniţială, 
a) Să se calculeze căldura degajată prin îrecare, pină la oprirea particulei, 


h) Qonsiderind IE, = const, să se reprezinte, calitativ, viteza particulei . în. funcţie de 
coordonată (traiectoria în spaţiul fazelor), 


n. a) Particula se mişcă în groapa de potențial U = F,|z| (fig. 3.20), 0 = Foxe = 1,00]; 
b) figura 3.21. 
3.19. O barcă de masă m întinipină din partea. apei o p. forţă de rezistență proporționată 
cu pătratul vitezei, cu constanta de propor ționalitate k, „După cit timp viteza inițială 7, a 
bărcii se micșorează de n ori ? 
BR. += LU eat = , 
Îva 
3.11..0 barcă cu motor întiinpină din partea apei o forţă de'rezistenţă proporţională cu 
pătratul vitezei. În: momentul cind viteza bărcii este v, = 10 m/s, motorul este oprit şi după 


Afxp=010M) x 


Fig, 3.49 


1 


Fig. 3.20 


Segmente de 
parabolă 


Alva] 


un timp 7 = 172 s viteza bărcii devine de e ori mai mică (e = baza losaritmilor naturali), 
Să se calculeze distanța parcursă de barcă în acest timp. 


TD, 


R, 20 = = 100 m, 


e — ] 


3.12. O barcă de masă m == 100 kg întîmpină din partea apei o forţă de rezistență pro- 
porţională cu viteza. În momentul cînd viteza bărcii este v, = 1,00 m/s motorul este oprit 
și după un timp r = 10 s viteza Dărcii se micşorează de e ori (e = baza logaritmilor naturali). 
Să se afle a) constanta de proporţionalitate din legea forţei de rezistenţă ; b) distanța parcursă 
în timpul indicat: c) distanţa parcursă pînă la oprire. 


R. a) & = [= 10 lg/s; h) 2 = 7 bea 1243 Mi: Cta = 70 =10m. 


L 


3.13. O particulă cade liber în aer Lără viteză iniţială. Ea întîmpină din partea aerului 
o forţă de rezistență proporţională cu viteza. Să sc calculeze după cit timp particula atinge 
99% din viteza sa limită de cădere liberă, care este c = 4,9 cm/s. 


2c€ 
R, | = 2,3* — = 23 ms, 
9 


3,14. 0) pavrliculă cade în aer fără viteză iniţială și îutîmpină din partea aerului o forță 
ae rezistenţă proporţională cu viteza. Stiind viteza limită de cădere liberă c, să se exprime 
viteza şi coordonata particulei în funcție de timp. 


2 
R, A D= c(l — 0 gt/c), z= ct + A: (e gl/e _ 1). 
i 9 


3.15. Un corp cade în aer fără viteză inițială şi intimpină din-partea aerului o forţă de 
rezistenţă proporţională cu pătratul vitezei. Ştiind viteza limită de cărere liberă c, să se ex- 
prime: a) viteza în funcţie de timp ;h). evordonata ia luncţie “de timp ; e) coordonata în funcţie 
de viteză. 

Li să z 
R, dj e ot 2 b) = si cn 2. e) z= s In ME. BCR 
c 9 e 29 1 — v?je2 


3.16. Un corp este aruncat vertical în sus în aer cu viteza iniţială pp. Corpul întîmpină 
din partea aerului o forţă de rezistență proporţională cu pătratul vitezei, Gunuscind viteza 
limită de cădere liberă c, să se atle: a) timpul ce urcare 4, şi înăițimea maximă k, la care se 
ridică corpul: b) timpul de coborire (* și viteza v” cu care corpul ajunge înapui pe Pămint. 


R.a) tt m arctg, Th = ma + dle); 
9] c 29 


B) rimele + VI FII), v = (o + Le, 
9 


3.17, Intr-un jgheav curbat sub lormă de circumferință orizuatală de rază R lunecă un 
corp cu coelicientul de irecare yu și viteza iniţială Do. Să se afle: a) coordonata curbilinie s in 
funcţie de viteză ; b) viteza iniţială necesară pentru ca acest corp să înconjoare complet cir- 


cumferinţa. 
A pe 
7 = + VI+(o/R9) 
R wa 2 R 
LE d dear) st nau iau: der = n 
€ ta 
i N eee + VFB: 


b) o = Rgsh dati, 


3.18. Un corp de masă m lunecă pe suprafața interioară a unei sfere de rază R, cu coefi- 
cientul de îrecare ia lunecare u, pornind fără viteză iniţială din extremitatea unui diametru 
orizontal al sterei. Să se exprime energia cinetică : a i Gorgo în funcţie de unghiul la centru 9 
descris de raza vectoare a corpului. at 

3 
R. MD —POR__ Lou cos + (1 — zutstn 0 — 3pe-249]: 
2 1 + 4u2 SR 


3.19. Să sc arate că la mișcarealiberă a unei particule în aer, oricare ar fi forța de rezis- 
tenţă a acrului, avem 


unce veste componenta vitezei pe axa orizontală. 


3.20. O particulă este aruncată în aer cu viteza inițială v, sub unghiul. & faţă de orizon- 
tală. Forţa de rezistenţă din partea aerului este proporţională cu viteza. Cunoscînd viteza li- 
mită c de cădere liberă, să se scrie: a) componentele vitezei Pz.y În funcţie de timp ; b) coordo- 
natele z, y în funcţie de timp; c) timpul de urcare î, pînă la înălțimea maximă ; d) coordo- 
natele înălțimii maxime; e) ecuaţia traiectoriei și asimptota ei, 


R. a) 02 = Vo cos 290, p, = (0 + vasinap)e stie — ce; 


0” 2: ş 
BD) 2 = dp cosae(1— etic), gg 1. 0 sin a 11 — este) — ct; 
| 9 g tă 
2 sin 20 . > 
+) tn = mi + sina]; a ş 
c 2g. 7. 1 
7 Y 1-FP— VoSin 9 
e d 
[i : c? % 
Ya = —— boSin ap —j— în ţi —+ —— sina |; 
| 9 9 e: 
e D 2 "REA 
e). = Ta [it 2 since n [i-a] 
Vo COS e c 9 Eb> COS &a 


asimptota verticală +: z = RA Vp COS &p 

3.21, Să se arate că în orice mișcare pană a unei particule momentul: său cinetic în 
raport cu o axă oarecare. din planul mișcării se conservă şi are valoarea zero;. -: 

R. Impulsul mu este incident sau paralel cu axa, deci Zu =0, 

vectorul L faţă de un pol din plan este perpendicular pe plan. 

3.22. La pendulul conic (particula descrie un cere orizontal, iar firul de suspensic, pinza 
unui con), faţă de care punct se conservă momentul cinetic al particulei: şi ce valoare are? 
Care este variația pe unitatea de timp a momentului cinetic faţă de punctul de suspensie ? 

R. a) Faţă de centrul cercului: L = mor = mi sin? a V gi/cosar, L este vertical :b) | VA idt | == 

= | Ml= mgr = mglsin a ; IL = M este tangent la cerc, 

9.29. O particulă se mișcă iiber, fără frecare, sub acţiunea iorței ce greutate, pe supra- 
îața interioară a unei sfere. Să se arate că momentul cinetic al particulei în raport cu diame- 
trul vertical al sferei se conservă. | A. Ă 


R. M, = 0 căci mg este paralel, iar. N este.incident cu diametrul vertical.. . | 
„8.24, Două particule se mișcă rectiliniu uniform cu viteze egale în modul dar vi sensuri 
opuse pe două drepte paralele. Să se arate că mcementul cinetic total în raport cu orice punct 
din spaţiu se conservă şi nu depinde de alegerea acestui puncty 


R. L = dm, unde mo este impulsul unei particule şi d — distanţa dintre drepte Fa este 
perpendicular pe planul mișcării). 

3.25. O bilă de masă m = 100 g, !egată de un centru fix printr-un fir de lungime î = 

= 60 cm. execută o mişcare circulară uniformă pe un plan orizontal neted fără frecări cu tu 


rația n; = 1,00 rot/s. Ce turație va avea bila dacă firul se scurtează pînă la lungimea 1 = 
== 30 cm ? Ce lucru mecanic a efectuat forţa care a scurtat firul ? 


R. no nE/2 240 ros; W = —— m-4rertătin —1=2129, 


3.26, Peste un cilindru fix este trecut un fir astlel 
încît unghiul la centru al porțiunii întăşurate este 9 
(fig. 3.22). Pentru ce raport al tensiunilor din fir, TI 
firul va începe să Juncce, dacă coeficientul de irecare 

la lunecare dintre fir și cilindru este p.? 
Considerind că 0 = z şi că la' capetele firului atîrnă 
A două corpuri de mase m,s, care este condiția de lunecare 
şi cu ce accelerație se mișcă corpurile dacă această con- 
“Fig. 3.22  diție este îndeplinită? 


maj, — CE - 
n. 7,/7, = 000 , mm, >, = Lu A 
Mo [M, <— est 


239 ":AmuggeTit » eri — 1 
IT, = = > Ta = = 3 Ta — T == 2m9 .- 
IN (IN, — GT Mah — CW Mon, + crt 


3,23, Un punct material de masă m pornește din repaus (din origine) sub actiunea Iorţei 


Des - 
PF = cos ol. Să se serie legea mișcării. 
să 
Rp (1 — cos ol). 
nu 


3.28, Un lanţ de lungime 7 și masă m este ţinut iniţial de capătul superior astfel încit 
capătul său interior atinge o masă, apoi se lasă să cadă liber. Ce forță va exercita lanțul asupra 


mesei şi ce impuls total transmite el mesei:? ca al E AIA: 
: E i, i 2 x: 
R. [E sc 2 pe, i < Vălig; = = Vant. 


3.29. O particulă lovește perfect elastic (și oblic) o altă particulă identică aflată în repaus. 
Să se arate că vitezele particulelor după ciocnire sint perpendiculare între ele. i ..-: 


3.30. Pe a masă:cu:pernă de acr descrie e mișcare circulară un dise de masă m prins, priu- 
tr-un fir orizontal, trecut printr-un orificiu în masă și tras în jos cu viteza constantă u. Care 
este tensiunea din fir în funcţie de raza.r, dacă pentru r =, viteza unghiulară era co? 

R. A pă , A Ş Ul E = morar. i PAI Mc at 


i * 


3.31. Un ştep'porneşte din repaus tras:de o forţă orizontală constantă F. E! intimpină din: 
partea apei o forţă. de rezistență proporțională cu : a) viteza (—kv) : 2) pătratul vitezei, (—k02). 
Să se serie legea vitezei şi. legea mişcării, 


CNE Bt CR ÎN E Der 
Ei ă Isi fas 


Să ca E. Pine d ae 
TA 2) = (0 — crt), pt Deer 1); SI 


Ei 0 (pas £ = cp e R n : că ua ez poi i i: 


9 Fr LEE 2 in en te [IF em 
k n K in 


„i Pi 3 pad 02 e, pai Mă pie EN 
3,92. Un 'glonț pornește cu viteza inițială: o,. El întinipină din partea aerului :o lorţă de 
rezistență proporţională, cu cubul vitezei : o? Naatijind gravitația, să se. afle. lagea: vitezei 


și legea mişcării. Și | 
His d, ii Ac Lc: , A DEA ie iz alui aa DE IRC e ra 
i pt An iu e poeme e AO o. SE A te NR atoli ti bun 

BR. o = (10 + 2atjm)ii: e VI + 2htim — 2 

- i DD a Le e E R . R „bo: . 7 uz 7 ate LR A. PD tu 

Z [] pi “i 4 și “4 
RE E! Fă ' Şag > că i 
i Edi j ” At i Page 
în i 5, E e 
a EI CE . = 4 


CAPITOLUL 4 
„DINAMICA SISTEMULUI MECANIC 


Prin sistem meeanic vom înţelege un sistem de puncte materiale, care nu 
sint independente, ci supuse la legături reciproce, astfel încît formează un 
„întreg“ mai mult sau mai puţin deformabil (R. Boscovich 1758). Exemple : 
un corp considerat ca ansamblu de particule (molecule, ioni),.o maşină ale 
cărei părți pot fi:aproximate prin puncte materiale; sistemul solar etc... -. 

Pentru a deduce legile sistemului mecanic nu este 'nevoie de”priricipii 
noi, ele se deduc din principiile formulate pentru punctul material. 


4,1. FORTELE INTERNE 


Asupra fiecărui punct material m, din sistem se exercită, pe de o parte, 
îorțe interne (F, dinupartea celorlalte puncte materiale m, ale sistemului și, 


ile au 

pe de altă parte, forţe externe F, din partea corpurilor externe care nu fac 
parte din sistem. Forţele interne sînt forţe de interacţiune dintre particulele 
sistemului (molecule, ioni etc.). Conform principiului III, forța (acţiunea) 


—— > . 

(Fu exercitată, de, particula, m, asupra „particulei m, este egală 'în modul și 
Li —p 

de sens opus cu forța reciprocă (reacţiunea) (7; exercitată 'de particula mg 
: Lă î | tii . : . . A E pe $ a a i Fă ” "te *a pt: bă 

asupra particulei m, : i ii 


? [i 


Fr = — Fus (Zu E O-sau Fur Fu =0, (4.1) 


adică forțele interne sînt totdeauna perechi, două cîte două egale în medul 
și de sens opus (forțe de interacțiune), de aceea însumate fiind pentru întregul 
sistem dau o rezultantă nulă : 


at a ap . . . g : A Ea) 
ai (Pi PP i i ce (42) 
hd : i e e tai 
Forța internă rezultantă asupra particulei m, este: 
_ Noe O(N — numărul total de 
Fr = d Fao A ( 3 a ca e cale 
em) :, i „Particule din sistem) -. (11.3) 


şi prin însumarea asupra tuturor particulelor din sistem regăsim (4.2): 
— — — 
“ej 
(F = 7 a = 5 Fu = 0. (4.4) 
Momentul rezultant al forţelor interne este, de asemenea, nul: 


În = SEX Fe = Pax Fu 0. (4.5) 


PAR 


În adevăr, ultima sumă este formată din 
perechi de termeni care dau zero: 


X (Fra =(r,— 2) X (Fa =0, 


deoarece ri X (fa = X. aa. reprezintă. 
momentul aceleiaşi forțe Fi iaţă de ace- 


lași pol O, sau alttel, deoarece E A esle . e E ama 
paralel: cu (fus (îig. 4.0). si ee a SERA 


Se solu judeca şi astiel:  ... | DE 9 a at 
D= ie Fu =, x IF IE ia (4.6) 


unde am ţinut seama întîi de (4.1), apoi am schimbat notațiile indicilor d de 
sumare findici „muţi“). Luînd semisuma celor două Spies aia a : 


€ 3 
di 


A 


E, S - Si is | i $ i 
a alge 1 er sp Papa e AID) 


13 ja $ i ge ef io „ i N — as : 
deoarece șrectorul ri; — 7, este paralel cu (Fyr e tie 
:'Teoremă. Rezultania forţelor interne și momentul rezultant al forțelor in- 
terne față de orice pol sînt nule,  - o e e îndata pă ALA 
Lucrul mecanic al forţelor interne nu este însă în, isnoiail sil 


— _ 
Fa, + Finăf, — Fura, 72 = IF adezu 


| 3 : „47. BE: ai = Li dia is E | E me (4.8) 


În cazul corpurilor rigide, (nedeforinabile). distanțele decpLdop ri snt 
constante : 


. LR | 
pp 


23 = const = rada sf 3 da Pr 


îl Fii > dr Fa: _ CF dtz 20, - (4.9) 


—X = = E 
deoarece (7. este paralel cur, şi perpendicular pe dea, deci lucrul mecanic 
(4.8) este nul. 

Pentru corpurile He gade (ned oruiadiie) lucrul mecanic al forțelor interne 


esle nul. 


În cazul corpurilor detorinabile însă, lortele interne efectuează în general 
p > y =] 
un lucru mecanic de deformare. 


4. 2, TEOREMA IMPULSULUI TOTAL" 


Să aplicăza ecuaţia fundamentală (3. D) fiecărui. irieă scatastal al aiste- 
mului : dz: 


d d = a | 
. ap (600) <a Pe = fat Fes et) 


„dl 


Prin însumare ASUpLA: | tuturor iti sistemului, “Ohjiniea 3 


ai dp dai 3 a ii 
Aa, = SIF >F =5F, =F, (4.11) 
di E k Ba 


3 > Să 
deoarece 57, = XS (Fu =. 
R 


Teoremă. Derivata în rapori cu'timpul a impulsului total P al sistemului 
> 
este egală cu rezultanta F a forjelor externe aplicate sistemului, 

Dacă rezultanta forţelor exlerne este permanent nulă, impulsul total al 
sistemului se conservă : Sistemul nu-şi poate schimba impulsul său total decit 
sub acţiunea unei forțe rezultante exterioare, care. de fapt transmite impuls 
din partea. corpurilor exterioare, cu.-care sistemul interacționează. Forţele 


interne pot doar redislribui impulsul între părţile componente ale sistemului 
(de exemplu, prin ciocniri între particulele ilie 


Sub formă integrată avem : 


—y 


analog teoremei impulsului pentru punctul material. 


LI 


4.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC TOTAL 


„Să aplicăm ecuația UNGE Al sub formă: (3. dn fiecărui lacas mate- 
rial al sistemului : 


S d aia Ei d —, pr [ ir d, i sis 3 pn Să că . 
—— (PX Px) „12, =fp X Fate X F, = Nr 3, (4.13) 
de a ed d! pg MA de , RE ş get up Me ae . Dei vila 
; * 'Peoremele care urmează sînt valabile în SR inerţiale. 


"77 


Însumînd după toate punctele sistemului rezultă : 


d —.. "AT - > — =def — —> — 
—— S Lu = — = 5, Ti X F = M, Ea Di ia Ă ie ȘI Mas (4.14) 
d E. d R E h k 


deoarece 


—” 


y - 
9 = 3 Pe. X (Fi = Ta X (Fi 0. 
LA 


Teoremă. Derivata în raport cu timpul a momentului cinelic total JI a 
sistemului fală de un punci dat (pol) este egală cu momentul rezultant M al 
forțelor externe față de același punct (pol). 

Dacă M = 0 față da un pol, atunci II: faţă de acel pol se conservă, adică 
rămîne constant în timpul mișcării sistemului. La fel, dacă faţă de o axă 
M, = 0, atunci momentul cinetic în raport cu acea axă J| se conservă. 
Forţele interne pot doar redistribui momentul cinetic între particulele com- 
ponente ale sistemului (de exemplu, prin ciocniri). 

Prin integrare obținem : 


K = zf? x dă, = ai dA] = (4-15) 


analag teoremei momentului: cinetic pentru punctul material. 


a i TEOREMA ENERGIEI CINETICE TOTALE a 


| Scriem teorema energiei cinetice EG. 25) (nerelatvist) pentru: „eat punct 
material al sistemului : - 


pe fe Ra tie „ja 


Ia mut) = € E - + Fat = ac d -L IW,. a E (4.16) 


— 


saiutad pentru toate ponetele eterul - şi  integeină, At SCAN 


d z- mt = ŞI ZE. i "29 dr, 2 70 + d, (4.17 


Ag mat iai ş CA AR) di = W. (4.18) 


“a caroanl Variatia energiei “elttaltec, alia a  sfalatiuriuă este Să cu Sici) 
mecanic efectuat de toate forțele, atit „externe, cit Şi, interne, | 
” Forţele interne pot mări sau micșora energia cinetică totală a sistemului 
pe seama altor forme de ta i (pen da iii lucrului mecanic al orţelor 


interne). 


. 


a 
= rr 


Exemple, Prin explozia unui obuz aflat iniţia! în repaus (“eci cu energia cinetică inișială 
nulă) forţele infern. creează o energic cinetică a schijelor pe seama energiei chimice. Prin ar- 
derea combustibilului unei rachete se creează prin lucrul forţelor interne energia “cinetică a 
rachetei. Un cosmonaut, chiar izolat în stare de nipon derabilitate, îşi poate mişca membrele 
şi instrumentele cu ajutorul forţelor proprii ctc. 

În cazul solidului rigid, lucrul mecanic W.al forțelor interne eşte nul 
şi numai forţele externe pot schimba energia sa cinetică, 


Șistem conservativ . 


Un alt caz important este acela cînd forțele interne sînt conservative, atunci 
se poate introduce energia potenţială a sisiemului, funcţie numai de pozițiile 
tuturor punctelor materiale ale sistemului, adică tuncţie numai de configu- 
rația sistemului : 


TD si z07 ZE dpi A, e sau (4.19) 


Teorema energiei cinetice devine în acest caz: 


AF, = — AU+ 5 | Ed =— AU+ VW; 
FR 
AC dn yre Fide pe 5204120) 
CEI IL at e ă ș st zi i 


Prin. urmare, varialia enegiei mecanice, cinelice și potențiale, a unui sistem 
conservativ este: egală cu lucrul mecanic: al forțelor: externe aplicate. De aici 
rezultă teorema conservării energiei mecanice fo ine os) şi potenţiale) a unui 
sistem conservativ izolat. 


45, MIȘCAREA CENTRULUI DE MASĂ :. 


Se numişte centru de masă al unui sistem mecanic punctul definit prin 
vectorul de poziție E igo e 
1 k=W E | N 
Tom =" >, Hg ps IN aa 5 Apa 
MM ă&=1 k=1 


(4.21) 


Tom = — ÎI Mutu em mu— 33 MrUr> Zem = — Maze 
sau pentru o distribuţie continuă a masei: 


rutei (și ai i (avi Yom == = (ze av-ete (4.21) 
m m 2 


179 


Dacă sistemul se descompune în părţi M, cu centrele de masă cunoscute Ri 3 
atunci suplu sumele (4.21) pe aceste părți, avem : 


PARERI Aa e „ etc. (451%) 
IN Ss A ÎN s 


Centrul de masă (CM) este un anumit punet geometric asociat sistemului 
mecanic; în acest punct pot să nu existe particule sau masă distribuită, 
de exemplu, CAE al unui inel sau al unei pături sferice. 

Dacă un corp omegen posedă un plan sau o axă de simetrie, CM se va 
găsi în acel! plan sau pe acea axă, iar dacă corpul omogen posedă un centru 
de simetrie, CM va fi în acel punet. 

Centrul de masă joacă un rol SLejII OTAL. în Studiul mişcării Bis egatilu, 
după cum se va vedea mai jos. wi dă 

Derivînd formula (4.21) -oblinem : 


= > = - 
Mem = Mbom = ÎI my = 2 Dea P, (4.22) 


î 


Teorema 1]. ] mpulsul total P ul sistemului esle egal cu masa m a sistemului 


înmullilă cu viteza Dem a centrului de masă, ca şi cum întreaga masă a sistemu- 
lui ar fi concentrată în CM și s-ar mișca cu vileza acestuia. 


Dacă sistemul este izolat : F = P = 9; Pp == const (impulsul total al sis- 


temuiui izolat se conservă), dar i-a MDem, deci v. a 2 const. 

În rapori cu un reper inerțiul, centrul de masă al unui sistem izolat se mișcă 
rectiliniu iai i, sau oale în repaus. (odagasa este legaa inerţiei pentru un 
sistem.) 

Derivînd încă o dată (a .22) și ținînd. seama de (4.11), obținem 


.. 


Te = mMbei > Nae — ză = = SE Fa (4.23) 
£ N ser 


Teorema 2. Hezultania forțelor externe FF este egală cu masa sistemului m 
înmulțită cu accelerația CM. 

Centrul de masă al sistemului se mișcă ca un punct material cu masa egală 
cu masa sistemului și asupra -căruia se aplică rezultanta forțelor ezierne (teo- 
rema mişcării centrului de masă), ca şi cum toate forţele externe s-ar aplica 
în CM și întreaga, masă a sistemului. ar Îi concentrată în CM şi s-ar mișca 
cu acceleraţia acestuia. | icaza - 

Din (4.23) rezultă sub formă integrată : 


a. 


H = =ţE AL = mA a (4.24) 


Impulsul forțelor externe este egal cu masa sistemului înmulțită cu variatia 
vitezti centrului . de. masă. 


Consecinţă : Forţele interne nu pol schimba mișcarea centrului de masă. 
Ă De exemplu, după explozia unui obuz în vid, centrul de masă continuă 
să se mişte neperturbat pe parabolă, ca și cum nimic nu s-ar fi întîmplat, 
deși schijele se împrăștie în jurul traiectoriei (fig. 4.2). În momentul în care 
una 'din schije atinge; Pămîntul, Iov ine 0. pL0rţă: externă şi, bineînţeles, 
CM îşi schimbă . mişcarea, 


an 


Un cuplu de forţe, oriunde ar îi aplicat, nu poate schimba mișcarea cen- 
tirului de masă (rezultantă nulă !), ci doar rotește corpul în jurul centrului 
de masă. De exemplu, dacă într-o barcă uşoară de cauciuc (pneumatici) 
punem în diferite locuri un bloc de plumb și aplicăm bărcii în diterite locuri 


E PRESEI EI CM s< 
a 3 re 
A" Pap 
7 o i ui e 
To 
Vw Iom n at 
N 
N 
(CM N 
4 mg 


Fig. 4.2 


un cuplu de forţe orizontale, nu vom 
putea urni din loc CM al bărcii, a cărui 
poziţie coincide practic cu cea a blocului 
de plumb ; barca se va roti de fiecare 
dată doar în jurul CM (fig. 4.3). 


4.6.. MIŞCAREA ÎN JURUL 
" CENTRULUI DE MASĂ 


“ Teoremele de descompunere 


Sistemul 'de coordonate inerjiel legat 
Fig. 43 - | __... de laborator se numește „sistem de coor: 
N RA LA donate de laborator“, notat prescurtat SL. 
Alegem un SC mobil cu originea în CM'al sistemului şi cu'axele de crien- 
tare fiză (de «xemplu, paralele) față de SL, care se mișcă deci prin translație, 
solidar. cu CM. Acest SC se numeşte „sistemul centrului. de masă“, notat pre- 
scurtat SCM. Subliniem că SCM se:mișcă prin translație faţă de SL, indiferent 
de mişcarea CM, dar nu se roteşte față de SL. 
„Atunci mișcarea punctelor materiale ale sistemului se descompune într-o 
mișcare de translație, egală cu translaţia centrului de masă şi o Dj Je rela- 


țivă în “jurul centrului de masă, anume în SCM: Averă (fig. 44): 


_ E. -, im a ASE: pt 
TasteatIe m aaa (825) 


Prin uite cu ci că sumate avem! .-- m te 0Ă 


. Smăi - = Sinsiea ii Jimi sau, mer = mie fura Smuts, SĂ 
adică 
453 10 de N: 23 


„Tom == 2 Zum pt = O, Eva îm DĂ (4-26) 


Fig. 4.4 


ceea cc cra evident, deoarece CM coincide cu 0” şi deci vectorul său de poziţie 


relativ re în SCM este automat zero. 


48.1. IMPULSUL 


Derivînd (4.25) avem 


BAe că 


3.4 ai zi: Se a pa 
Tu — Tom “i Fa sau Up = Poem — Vas Ă 23 (4.27) 
deoarece 
îi Sidi ir atat e az AN IN du, -, 
„ie (pir Vi ore 2p5) e pi tr Vu] —F Zpk == pi 


versorii SCM. se mişcă prin translatie, deci derivatele lor sînt nule. 
Înmulţind (4. î cu my: şi sumind avem în casă 


A N 
m: 


= Simu .. = muia + Simu = = mem — Sms, =P + Îmi 
mda.” ai petic Sai 
p =ăma, = = Min E = 0, De E 0, E E (E 28) 


L i boi NONE: U 


adică: impulsul relativ, al. serata. calcula în SCM paie die propriu sau. 
intern), este identic nul, Aceasta. este evident deoarece CM coincide cu 0” 


şi “deci viteza sa pia în SCM este automat permanent zero. De altiel seleijia 
(4.28) se obţine direct prin derivarea relaţiei. (4. 26). fi: să 


Prin urmare, impulsul i toial al sistemului P == mi eoi coincide cu impulsul 


orbital sau extern P 2 idem impulsul -propriu sau intern In P' = Smy ie 
identic nul. 


| Teorema impulsului total, valabilă în SL, va Îi valabilă i și în SCM numai 
dacă acesta este inerţial, atunci în mod. banal F = 0 şi P! = 0, 


4.6.2. MOMENTUL, CINETIC 


Să transformăm, conform lui (4.25, 27), expresia momentului cinetic, 
calculat în raport cu originea SL: 


— — -> — - > : să: 
J = Xr e X IND = Su (Eco ae ru) X Mu Den i v;) ia: 
—- , > - - - A —, Sai — 
= Tom X Mem i îi ri; X Map e Ze m SIN pb <f- ms X Vom 


Ultimii doi termeni se anulează contorm lui (4.28, 26), astfel încît rezultă 
descompunerea : 

= 25, = 3 a „> E SE ID See * a ei 
= Îi X Pe = Tom X Mom + Îi X Pr =fem XP+S=L+$5, 
| (4.29) 

- A i 

adică momentul cinelic total .] (în raport cu originea SL) este egal cu momentul 
cinetic orbital sau extern L al centrului de masă, în care ar fi concentrată loată 
masa sistemului, plus momentul cinelic propriu sau intern (de „spin“) F died? 


în SCM (în raport cu CM). 
Derivînd (4.29) și ţinînd seama de (4.14), rezultă 
ÎI = rea Ps fă x B+ S = M aci Er x Fe = Bio + 14) x Fi 
dar 
FAR XP = Vom X Mera =0, E + =, 
astfel! încît 
ri - Dei — sr îi E: — ELA Si - 
J = Tom X Fo Srem X FĂ X Fi (Î=femxF) 


de unde rezultă teorema momentului cinetic relativ: 


= d - -, —, i PI =, > | E NR | „tă 
Sida X De = M == Sir x Fa RE, | (4.39) 
AS Sua Si =$ Ma 030) 


adică teorema momeritului cinetic se exprimă la fel în SL şi în SCM, oricare 
ar. fi- mişcarea. de translatie a SCM.. -.. id 
4.6.3. ENERGIA CINETICĂ 
Să transformăm acum şi expresia energiei cinetice : 


pr 0 mp =, ID GE. sbt, d i —, 
De Vom bi WI Dim Vi A 2VemUge 


nn 


Înmulţind cu m, și însumînd, ultimul termen dă zero, conform lui (4.28), 
şi obținem teorema lui S. Kânig (1751): 


Be me 5 meet = ma + ad Id e Epat Bas (4.32) 
adică energia cinetică tolulă a sistemului E, (în SL) este egală cu energia cine- 
lică de translație (orbitală sau externă) Ec a cenirului de masă, în care ar fi 
concentrată toată masa sistemului, plus energia cinetică relalivă (proprie sau 
internă) E, în SCM. (Termenul de „interterență“. dintre ele dispare numai 
în SCM !). | 

Teorema energiei cinetice (4.17) devine acum : 


—_ 


iu | ] a | | A — 2 - —X, 
di, == [i Mom or E) — S(Fa + F(drem + dr,) —— 


gta ra | ta => Sia — =, 
aie > (Fi drem + E drem Tr (Fr — Fdd 


dar SF, =0 şi 


—- 


(ien) => FE — d (a mii) = = far. cm = F Pomi, (4.33) 


asttel încît rezultă teorema energiei cinetice relative: 


] A — -.- pa ă : 
 dE = d mrd = S(Fa tr Fdd = 97 + dW, (4.34) 
AB, = Ep — Bu = ţ (FL Far = 14 W/ (4.35) 
P IN 1 , d i [i . 4 


adică leoremu energiei cinelice loiale, se exprimă la fel în. SL și în SCM, cricare 
ar fi mișcarea de translație a SCM. 

“În concluzie, teore mele de mai sus ne arată că. mişcarea unui sistem 
mecanic se descompune în mişcarea de translație (orbitală sau externă) « 
centrului de masă în care ar fi concentrată toată masa sistemului și în care 
ş-ar aplica rezultanta forțelor externe, și în mișcarea relativă (proprie sau 
internă) față de centrul de masă. în SCM. | 


pad 


Observaţii, ay Lucrul mecanic al forţelor interne este acelaşi înŢSuLIși în SCM, fiindcă o 
translație globală a sistemului macanic nu modifică lucrul mecanic al îorţelor interne: 


— — — > pi a — A 
d9P = ÎI Ț rs = XP kre + 07) = i (Pre = A, (4.36) 
nu insă lucrul mecanic al forţelor externe: 


1 
A = ze „des = Fara + SFudr = d (= mate) + a, (4.37) 


b) Un cimp gravilaționaliuniforim nu întlhențează cu nimic momentul cinetic relativ (pro- 
priu sau,intern) şi energia cinetică relativă ale sistemului în SCM, În „adevăr, conform „lui 
(4 26, 25): 


i a: tate gi Ă — — a, - —, a | i | 
PS Mag M' = Îi x 9 XM X 9 = Tom X My =0,. 1 (4.38) 
a d = Sar = Imijiri = = Sina răi = = my vi SE a 0. | (4. 33) 


Pezi tatal este evident, deoarece centrul de masi co: incide cu centrul da greutate, Adi cu 
punctul de apilenlie al rezuitantei G = n9 a forțelor de sreulate paralele Fi = mu şi deci 
momentul lui & față de CM este nui (Ein = = 0) şi puterea dezvoltată de G este nulă i (dim 3 =0). 


4.7. CIOCNIRI 


Prin cioenirea, a două sau mai multe corpuri se înțelege. în; generali un 
proces de inieracțic, în care atit înainte cît şi după interacţie, corpurile se 
găsâsc la distanţe mari (infinite) unele faţă de altele, adică nu interacționează 
inainte Şi după ciocnire, deci interacția durează un timp finit, 


„4. a detalii CIOCNIRILOR . 


“Dacă în urma ciocnitii star ea internă a fiecăr ui corp nu se schimbă, cioe- 
nirea se numește elastică. * 

Vom consideră ciocnirea corpurilor macroscopice. ii e A i die: 

În momentul atingerii corpurile încep să:se deformeze, viteza lor relativă 
(a unuia faţă de celălalt) se.reduce la zero, energia cinetică relativă se trans- 
îormă în energia de deformare și în alte forme de energie. Aceasta este etapa 
de comprimare. "Urmează apoi etapa a doua, de separare a corpurilor, detor- 

mațiile- se reduc, viteza. relativ creşte şi energia cinetică relativă « se restituie 

parţial. 

În ciocnirea clostină detouiailțiile se anulează Şi energia ciactioiă sită 
se restituie integral, tără a se transforma în alte forme de energie.. 

În ciocnirea total neelastică (plastică) corpurile fuzionează (se. cuplează) 
şi continuă" mișcarea împreună; cii o viteză comună. 

În realitate, ciocnirile corpurile n it al nu sînt (pertect). elastice, 
ci mai mult sau mai puţin neelastice.: 


* Dacă descompunem viteza relativă de ciocnire D, = 0. — 0: (a corpului 1 
faţă de corpul 2) după linia de ciocnire NN! și planul de contact, tangent, 


TT' (fig. 4.5), atunci ambele componente se 
schimbă în general prin ciocnire, deoarece cor- 
purile nu sînt nici perfect elastice și nici abso- 
lut netede. 

“Componenta vitezei celative; normală pe 
planul de contact, vru, îşi schimbă semnul prin. 
ciocnire, deoarece înainte de ciocnire corpurile 
se apropiau unul de altul, iar după ciocnire se 


depărtează unul - de altul, Corpurile nefiind 
perfect elastice, componenta normală a vitezei 

relative după ciocnire, Den este în modul mai _ 
mică decît înainte de ciocnire, | 2, | <| Pra |- Fig. 45 


Componenta vitezei relative, conținută în planul de contact, vru, repre- 
zintă viteza de lunecare a unui corp peste celălalt în momentul ciocnirii. 
Datorită frecării, această viteză se micșorează în urma ciocnirii, vu, <a. 

„Dacă linia de ciocnire NN trece în momentul ciocnirii prin centrele de 
masă ale celor două corpuri, ciocnirea se numește centrică, în caz contrar, 
acentrică. Dacă înainte de ciocnire corpurile se mișcau după linia de ciocnire 
NN' (pr, =0), ciocnirea se numeşte frontală, în caz contrar, oblică. 

Pentru sfere omogene ciocnirea va îi totdeauna centrică, dar în general 
oblică, 


4.1.2. LEGILE DE CONSERVARE 


În procesul de ciocnire se exercită forțe de interacţiune între corpuri, 
deci forțe interne, care nu pot schimba impulsul lotal și momentul cinetic total 
ale sistemului. Lucrul mecanic al forţelor interne este însă în general diferit 
de zero şi produce o variaţie a energiei cinetice a sistemului, conform 
teoremei (4.17—18). 

În intervalul de timp foarte “scurt cît durează ciocnirea, variaţia de im- 
puls și variația de moment cinetic, produse de eventualele forțe. externe 
se pot neglija în comparaţie cu variațiile de impuls. şi de moment cinetic 
ale fiecărui corp în parte, produse de forțele interne, care deşi durează puțin, 
sînt mult mai mari decit forţele obişnuite externe. 

De aceea impulsul total şi momentul cinelic total ale corpurilor. care se cioc- 
nesc, imediat înainte de. ciocnir e, sint egale cu impulsul total şi momentul cine- 
tic iotal ale corpurilor imediat. după ciocnire, adică impulsul total şi momentul 
cinelic totul ale sistemului de copti care se ciocnesc se conservă în procesul 
ciocnirii. a a, 

Eventualele forţe stire A Aa RI produc o variaţie de ol) și de mo- 
ment cinetic! neglijabile în timpul loarte scurt cît durează ciocnirea, 

Pentru fiecare corp separat putem scrie (4.24) şi 4: 19) (în. timpul foarte 
scurt al ciocnirii, corpul practic nu se deplasează) : 


ES miau și RET x AT (040) 


i : j 
y Ss 


4.7.3. CIOCNIREA PLASTICĂ ? 


În cazul ciocnirii total neelastice (plastice) a două COrpuiae ele se e Coiplează 
astfel încit conservarea. impulsului total dă: | ici 


E d 8 a 


-4 A 


| a 9 paie Er e ai nat IE SR au ai e et a 
i 2 = —- IN D, —P Mah 

mă, mă, (m bmp atat aa) 

PSR ur: îă i “a E Rt "a LE Na ; E: 


-, 


unde d, 2,v' si șint vitezele opsibielti de. masă (fig. 4, 6)... 


„Energia cinelică pierdută, adică transtor- (me mi 
mată în alte forme de energie (mai ales căl- 
dură), va li (nu considerăm Totaţiile proprii) : 


i 1 
— AE.= = — m + — Mag = 
R Ș . E. 33 2 2 a : 
j 1 us 2 = a 
— — (m, + mov? = — o (pp —vp = 
2 2 mut ma 
Î N ms latu = i p za 
= — Li = Up — Pa (11.42) | | Fig. 4.6 
2 Mu AR me ia ala rm 


unde. use: giimeştă masa redusă a “celor doi corpuri, iar 5, este viteza lor 
relativă (a corpului 1 faţă de corul 2). | 


4 
a 


ATA CIOCNIREA BI.ASTICĂ 


“i cazul ciochirii ani elastice, pe lingă impulsul total se conservă. şi 
enârgia cinetică totală. Considerînd ciocnirea centrică și frontală, corpurile 
înainte și după ciocnire se mişcă d aceeași direcție (dreaptă) (cazul unidi- 
mensional) şi avem 


sea să | 
Mb, Ri ma 23 = MD EX m:0;, mu: a met = moi? E mai, 3. 


“00 


- 
EI 


de unde 


m(0 — 9) =  imi(of -p, 3, moi — vi 2 = m, ACE SE A 


și cai la SENEI, la pb Dii 


, Di Da ba sau vj => 06 — DD — 03) = n (& 4%) 


"ae af, Anda 


adică viteza relativă îşi schimbă doar Sezndl, Această ecuaţie impreună 
Cu. „prima. ecuaţie din (4.43) dau: ., AIE 


TM, A M3V 
pi 2 20" — Du Da = 2 — Va, unde PI IE OO AN le 6: (4.45) 


io eT A AL ac Ru Să LE A i pă ăi Mu + Ma 


viteza v' de aici este viteza comună a corpurilor în mementul cind, se ter- 
mină prima etapă a comprimării şi începe â, doua etapă, a separării. | 


Pxpcipăae a) Dacă “masele sint egale, Me = Ma. sezut din (4.45): 
d. Bu Da Dai.. : SE Aa Ada „0 (4.457) 


adică particulele schimbă vitezele între ele, :ca şi cum ar trece una pe lingă cealaltă fără să se 
ciocnească, E, St ii ă | Dn ca e A ze intii FE i aa Iri 3 : N teze i: serg în 


a»F7 


b) Dacă una din particule este în repaus înainte de ciocnire, de exemplu v2 = 0, ohţi- 
nem Qin (4.45); ei d 


Vl 5 i 2m, 
vi = : Da Das vb. (4.46) 
INF Ie Mat Me 


Dacă m, > me. particula In, lovită capătă o viteză v; > v, şi particula m, continuă să se miște 
înainte. Dacă m, < ms, particula In ricoşează înapoi. Dacă n, = m, prima particulă se oprește, 
iar a doua (lovită) pleacă cu viteza celei dintii. - 


4.7.5. COEFICIENŢII DE CIOCNIRE 


O măsură a caracterului mai mult sau mai puţin elastic al ciocnirii este 
coeficientul de restituire (Newton), definit prin raportul dintre compo- 
nenta normală (pe planul. de contact) a vitezei relative, după ciocnire vw, = 
== Vin — Dz Şi înainte de ciocnire Ura == Din — Van; ANUME :, 


? Lă . 
def vu Vip — d se 
ES — oma a Oskasi. (4.47) 
Vrea Vin Von 


Se introduce şi ui. coeficient de frecare momentană f definit prin 
raportul dintre componenta tangențială (în planul de contact) a vitezei. rela- 
tive, după ciocnire v!, = Ve — Da Și înainte de ciocnire 0,4 = Vii — Vas 
anume :- că îsi oii n ie 

pân Ure Di — ae î 
are a au == ae = Et 3 ($) < Fă < ! it . (4.48) 
Vrt Ut — Va 
Acest coeficient este de obicei apropiat de 1 și se pune adesea egal cu 1 (la 
ciocniri apropiate de ciocniri frontale, sau la corpuri netede). 
| -, E ea A 

Pentru ciocnirea total neelastică v; = 0, (mn =w) şi deci k =0, f[=0. 
Pentru ciocnirea perfect elastică v, = —v,, de exemplu (4.44), deci k =] 
şi f = 1. Bilele de fildeș se apropie cel mai mult de o ciocnire elastică. 


n cazul ciocnirii unidimensionale cu coeficientul de. restituire k, obţinem 
din conservarea impulsului : 


RIN 


(Da — v,) Da = De 
Ma ma Mai ma + ma 


şi energia cinetică pierdută : 


PA A (0 — 0) (4.49) 


si AR 2 am Pa (a se o, va) pt K2)b2. (4.50) 
2 m.m D * 


„4.7.6. CIOCNIREA CU UN PERETE 


În cazul ciocnirii perfect elastice, centrice și frontale, cal. un. perele, adică 
cu un corp':d6 masă foarte mare, m, > m, din (4:45) rezultă | 


PL A AA 


Vi = De — Di, Da = (4.51) 
În particular, pentru un perete în repaus, v, =0, rezultă 
BSD BR si (4.59). 


adică. corpulj 1 se întoarce înapoi cu aceeași viteză (în modul), 


” În cazul ciocnirii oblice ț(perfect 
elastice) cu perețele în repaus (fig. 4.7): 


î Ș —_ = 
D= Ut Dap = Da [0 | =, (453) 


adică viteza incidentă v și viteza re- 
flectată v sint în același plant cu nor- 
mala și unghiul de reflexie «' este egal 
cu unghiul de INFIG, a (ca la re-. 
flexia luminii). 


Dacă notăm cu 7 durata iei abuilei forţa medie exercitată de perete 
asupra particulei va îi 


e NI. Bă ud cp e, (4.54) 


Li 


perpendiculară pe perete. Conform priacipiului acţiunii și reacţiunii, o forţă 
egală în modul și de sens contrar se exercită ii ci ASIpEa, peseuclu! 
din partea particulei. 


4.8. MASA VARIABILĂ 


Dacă într-un timp infinitezimal! d/ corpul cîștigă sau pierde o cantitate 
intinitezimală de masă dm, forțele de alipire sau expulzare sint forţe interne 
și nu pot schimba impulsul lolai al sistemului. Notînd cu F forţa externă 


asupra corpului de masă m,:cu. o. viteza acestuia (a CM) şi cu a viteza masei 
dm, aplicăm teorema impulsului total, considerînd cazul alipirii (dm > 0) 
(fig. d, +9): e i pi , 4 : III IA Ă 


Fat = (m de aie 45 SE taie dă, 


F 
„Inițial -. *Final 
Tig. 4.8 | 


(termenul infinit mic de ordinul doi dm-dv dispare prin trecerea la limită), 


unde v! este viteza relativă tață de corp a particulelor alipite. Aceeași ecuaţie 
se obține și în cazul expulzării (dm < 0) (fig. ZE 


F dt = (m — dm Dâ + 65) + lam ii — mi = (m -+ am)o + do) — 


— dm» a — mo. 


Si 


Initial 


Fig. 4.9 


Ecuația (4.55) este ecuația lui d V. Meșcershi (1 307) (dm > 0 pentru capture, 
dm <0 pentru emisie): 


Se poate scrie și asltel: E. 


— dm d(mo) 


PF 3- u— = 
di d! 
Das pi pl or, Pai E Aa ia (1.56) 
. ai 7 ANIBIE | | 
unde | | 5 Ţ 
pam a 487) 


di 
este forţa reactivă care acţionează asupra cor pului ; ;'ea este proporţională cu 


Viteza relativă v' de expulzare (sau alipire) a particulelor şi cu debitul masice 
de expulzare (sau alipire). „În cazul expulzării (ejectării), masa corpului scade, 
dm < 0 şi forţa reactivă Ep este de sens opus vitezei de expulzare va par- 
ticulelor. 

Ecuația (4.96) se aplică în problema mișcării rachetelor (navigația inter- 
planetară), a avioanelor şi proiectilelor cu reacţie, în unele probleme astro- 
nomice de captare a meteoriţilor şi chiar în fizica atomică (la dezintegrarea 
alfa). 


Exemple. Mișcarea cachetel. a) Ga exemplu de aplicare a ecuaţiei (4.56), fie o rachetă în 
cosmos pornind din repaus, de masă iniţială pi, care expulzează contimiu gazele de ardere 
în direcția mișcării: cu viteza w constantă faţă de rachetă.. Ecuația (4.56) devine atunci. pro- 
iectată pe direcţia mișcării (E =0): a 


„dm do: dm 
— =m—, lv=v si 
dt d m 
(4.58) 
m 
dm ) m A 
paz — = 02 in = 0 m. 
m fa im 


 * Prin urmare, viteza rachetei este odusă vitezei de expulzare d” şi dacă masa se reduce, de 
exemplu, la jumătate, viteza atinsă va fi o = —0,693 p' 2 —0,70'. Dacă masa rachetei se re- 
duce de e = 2,716 ori, viteza devine p= —v'. i 


- 


EA . - a .. Lă | Li - . sg 
b) Orachelă tansa:ă de pe Pămînt. Neglijiim frecarea cu acrul și variația lui g, atunci (PF = mg, 
vw' = const): 


- dm dv — 33 = = 
mg + pu — =m—sau gdi + pe = dd, (4.59) 
di di | 7 
ceca ce dă prin integrare 
PV —2'im—. (1.00) 
m 
În cazul lansării rachetei pe verticală din repaus ("= cont în jos), avem 
(Și “m g 2 
v = |v ţim- — gl (4.61) 
A m 
și condiția de desprindere de Pămînt 
ai „dm Mad 
Fe > Mos | 2 —| > mp9 sau D> 4 (1.62) 
d [Pi 
dm : 
unde D =i—fcste debilut de expulzare a diazelor arse, 
di 


a dă 


PROBLEME 


î 4.1. Trei bărci merg una după aita cu viteza 2 fiecare. În [iecare barcă se află cîte un om, 
astiel incit masa bărcii și a omului este A, iar în barca din mijloc mai există doi saci de masa m 
| fiecare. Din barca din mijloc sint aruncaţi cei doi saci, unul spre barca din faţă, celălalt spre 

barca din spate, cu acceaşi viteză relativă u faţă de barcă, Care vor fi vitezele finale ate băr” 
cilor, dacă sacii sint aruncaţi: a) simultan: b) succesiv? 


m m 
N. a v=v4+.— -u Dad, Op D————— ui! 
AZ + m A AI + mo: 
e . mn | | me 
b) v.=vpP—— u, Do Lu. 
| A + n MM + m) 
| m(M + 2) m(M = 2m) 
| Da E Du sau DZ DĂ u, 
(M + m (AM —- în) 
m tii 
: D= V— u, DS Pf, 
| MM + m) MA n 


4.2, O particulă de masă m se mișcă cu viteza o, și ajunge din urmă un.perete care se mișcă 
cu viteza v, și de care se ciocneşte frontal cu coeficientul de restituire k. Să se afle vitezele după 
ciocnire. variaţia de impuls și de energie cinetică a particulei incidente în urma ciocnirii. 


R. 2 =V+ Ko = Di Va be; Ap= —m(1 + (pu — D;)-, 
1 
AE, = — 3 Mk A)(oi — Po)[bi + be — k(p, — 02)]- 


4.3. O particulă de masă m, loveste o altă particulă de masă m, aflată în repaus. Consi- 
derîna ciocnirea unidimensională cu coeficientul de restituire Fe. să se afle vitezele particulelor 
după ciocnire și energia cinetică pierdută (căldura degajată). 


p Ra — Ha ml A k) 1 7N Me 
LR E Vi aaa A) — AB = Qi (1 — a, 
TM + ha My + Me 2 mat Ig 


4.4, Două bile de mase m,, in sînt suspendate pe fire paralele, astfel încît bilele se ating. 


*rima bilă este deviată pînă la o înălțime A, şi lăsată liber. Știind coeficientul de restituire k 


şi considerind ciocnirea frontală, să se afle la ce înălțime se ridică bilele după ciocnire și căl- 
dura degajată prin ciocnire 


e d pi 2 î md —- 4) 2 
R. hi == h, | . h, = hu BI A) DS 
IN = ha nu + Ma, 
IN 


— AB = 0 i FOgh,. 
N A N 


4.3. O particulă de masă m, lovește o altă pariiculă de masă m, aflată în repaus. Con- 
siderind ciocnirea unidimensională cu coeficientul de restituire k&, să se afle ce fracțiune din 
energia cinetică iniţială a particulei 7 este transferată particulei 2 si ce îracţiune se transformă 
în căldură. 

Ro ap 00 0 a di 1 
(mi + ma) mm. 


46. Două particule de mase mu, ma se află în repaus pe un plan orizontal la distanţa fe 
una de alta. Particulei 1 i se aplică un impuls H indreptat spre particula 2. Pe ce distanţă 
se deplasează particula 2 după ciocnire (unidimensională), dâcă coeficientul re ROSES este i 
i coeficientul de Îneeare pentru ambele Pobiciile cu pisat este 4? 


nume far 
n. me Fat o: 279) 
2u9(Un = Mu)? n 


2.2. Pe o dieaptă sînt așezate în repaus n particule (bile) de mase mi, Ma, „.. Ma. | se 
imprimă primei particule o viteză o. orientată de-a lungul dreptei spre celelalte particule. 
Considerind cicenirile plastice, să se afle viteza finală comună a particulelor. Dar dacă cioc- 
nirea se face cu cocticientul de restituţie k&. care va fi viteza ultimei particule ? 


R. a w= di 
PN Mark FN 


Mr 1 2 pp 
h) vi = ÎN e E Eu (te MAR Vi. 
(mu F Mae + IM)... (Moca r IR) 


4.8. O pilă de masă m cade liber în vid, fără viteză inițială, de la o înălţime hi. Șliind că 
a fiecare ciocnire cu podeaua coeficientul ce restituţie este k. iar timpul de contact cu podeaua 
constituie o fracțiune f din timpul de cădere respectiv, să se afle timpul total pină ia oprirea 
bilei și căldura totală degajată. 


R. est i 2h:  Q=mgh, 
1—k g 


4.9. Două bile de mase m, m, se mișcă pe direcţii perpendiculare cu vitezele v;, respectiv uz. 
După ciocnire ba m. se oprește, Care va [i viteza primei bile după ciocnire ? 


E ÎN Cr per Ca 
R. 0, — Vio? + măi, 
My 
= 
4.10. Asupra unui punct material de masă m care are viteza v acţionează o forță de cioc- 
nire în urma căreia viteza punctului devine Zi „ Să sc arate că lucru mecanic efectuat de forța 
de ciocnire în timpul ciocnirii este W' = = Ap: .D*: unde Ap este impulsul transferat punctului 


material, jar + = ov 
» 2 
al, Două hile de mase m = 0,20 kg mz = 0,40 kg se mișcă cu vitezeie 0, 3 =.10 mis 
D= 05 m [351 una spre cealaltă, FOBIA de interacţiune dintre Bile, se e aproxima printr-o 
Fig. 1.10 


linie frîntă ca în figura 4.10. Considerind ciocnirea unicimensională, să. se calculeze căldura 
degajată prin ciocnire, 

die „n X97 

BR. DD D= și D400. 


1 iti aci N aa a da ae E 


A 12. (9) navă cosmică Cu masa In se mişcă cu viteza d = = adi în alsenja ji orţelor exte: 
rioare. Pentru a-i modifica direcţia Je mișcare se acţionează un motor ci reacţie care cjec- 
tează gazele cu viteza 'wv” constantă faţă de navă și perpendiculară pe viteza navei. La sfirșitul 
funcţionării motorului masa navei a devenit m. Cu ce unghi a deviat direcţia navei ? 


. 


» 7n : 
n, p=— m, 
bo m 


CAPI T OLUL 5 
CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 


Toate corpurile din natură sînt mai mult sau mai puţin deformabile. 
Nu există corpuri absolut rigide. Atunci cînd în problema considerată se pot 
neglija deformările corpului, obţinem aproximația solidului rigid (nedetor- 
mabil). La viteze foarte mari, apropiate, de viteza luminii (c =: 3*10% m/s), 
deformaţiile corpurilor nu mai pot ti neglijate (orice corp este detormabil) 
şi modelul solidului rigid nu mai este valabil (nu se aplică în mecanica rela- 
Livistă). 


5.1. TRANSLAȚIA ȘI ROTAȚIA 


5.1.1. TRANSLAŢIA 


Mișcarea de translație a solidului este acea mișcare în care. orice dreaplă 
legală rigid de solid se mișcă paralel cu ea însăși. 

Toate punctele corpului au traiectorii, viteze şi acceleraţii identice, de 
aceea mișcarea de translație este complet determinată de mișcarea unui singur 
punet arbitrar al corpului (se aplică modelul punctului material). Viteza de 
translație este deci uri vector liber, al cărui punct de aplicaţie poate fi ales în 
orice punct al corpului A aseinenea și B0R REL aţia de translație este un vector 
liber. | 


5.1.2. ROTAŢIA 


Mișcarea de rotație a solidului este acea mișcare în care ioale punctele soli- 


dului descriu cu aceeași viteză unghiulară cercuri paralele ale căror centre sint 
siluate pe o dreaptă, numită axă de rotaţie. 

Viteza unghiulară «w = 6, aceeași pentru toate punctele rigidului, se re- 
prezintă printr-un vector de modul o, situat de-a lungul axei de rotaţie în 
sensul dat de regula burghiului. Vectorul &; este vector glisant (alunecător), 
al cărui punct de aplicaţie poate îi ales în orice punct al axei de rotaţie. 


— 


Alegînd un punct arbitrar O pe ază și ducînd vectorul de poziţie OP = 


= 7, putem scrie (fig. 5.1): 


— - 


În adevăr, direcția și sensul lui 
— 


.p . 
O Xr corespund lui v, iar ca modul 


al x 7| = orsina = oR. 


În general mișcarea de rotaţie poate 
fi neunitormă şi însăşi axa de rotaţie se 
poate schimba. Veetorul accelerație un- 


pu 


ghiulară s este prin. definiție : 


țef da si Ş 
det de _ co. (5.2) 
di 


- îi. & Ş —_- 
Dacă vectorul w variază doar în modul, € 
Be 

va Îi paralel cu o, în același sens cu. 
dacă modulul lo] crește. Dacă axa de 


rotaţie se înclină, adică & variază și 


= safe 0, 


Fig. 5.1 


Ra : A PRE a PR DE, a e tă ” | a . SA -> , 
ca direcţie, atunci « va fi oblic aţă de axă (faţă de o). 


52. DEPLASAREA SISTEMULUI DE COORDONATE. 


5.2.1. DERIVATA UNUI VECTOR 


Lamă : Derivata unui vector variabil dar de modul constant este perpendi- 


culară. pe „acest vector : 


2 — 


“unu = u =const, (u) = 2uu 


3 
Produsul scalar fiind nul, u este perpendi- 


= FE, Ă 2 n asa 
cular pe u (aici derivata poate îi în raport 


cu un parametru oarecare), Exemple am 
întîlnit la deducerea formulei (1.22) (deri- 


vata unui versor este un vector perpendi- 
cular pe acel versor) sau a lui 4, din 


figura 1.11. 


— 
Dacă vectorul u se mișcă prin translație, 
derivata sa este evident nulă, deoarece el nu: 


suferă nici o variaţie : nici ca modul, nici ca 
direcţie sau sens, de accea excludem acest 
caz banal. Atunci un vector de modul con- 


Fig. 5.2 


stant nu se poate lungi sau scurta, ci doar roti. Ducind vectorul a dintr-un 


punct [ix, virtul său se va deplasa pe suprafaţa unci sfere de rază |. u | = const. 


Creşterea. sa finită Au va fi coardă (secantă) la sferă, iar creșterea infinile- 
zimală du va fi langenlă la această sferă, „deci perpendiculară pe rază, adică 
pe u (fig. 9.2). Prin urmare, în adevăr = du/d! este perpendicular pe u, 
— > 
(2 du=0). 
A . =P * Lă Lă Lă - Dă - ă > | d * 
Derivata u are semnificaţia bilezei de variaţie a vectorului u sau a vitezei 
de deplasare: a viriului vectorului u. De aceea se poate introduce viteza un- 


Le aa] 
ehiulară momentană Sau i i Ali & de rotaţie : a vectorului a: 
me u=oXu, (ȘI | = const, ni »-L î£ i î (54) 


Vectorul «nu este complet determinat, dar trebuie să fie situat îutr-un ai 


perpendicular pe u pentru ca oxu să dea corect direcția derivatei u, de 
exemplu : 


1 EA Ri 


-> - ba | zi id 
uXxu,(oLușşioLu). 409) 


Uu exemplu este mișcarea de rotaţie a rigidului din figura DL, în care 


vectorul de poziţie 7 are modul constant şi deriv ata sa 7 = v se exprimă prin 
(5.1). 

Ţinînd seama că derivata unui vector de diraaite: fiză, variabil doar în 
modul, este paralelă cu vectorul, putem enunţa : | 


Teorema : Derivata unui vector este în general oblică fală de veclor şi se 
descompune într-o componentă longitudinală, paralelă cu vectorul dat, care pro- 
vine din variația modulului, şi o componentă transversală, normală pe vectorul 
dal. care provine din: variația direcţiei vectorului. ' 


— 
„Bzemple : Derivata. vectorului :de. poziţie 7 == y (viteza) este oblică faţă de r (v.$ 8.5); 
= — fină . : , . 
derivata vitezei v = a (acceleraţia) este oblică a ni de viteza v; derivata vitezei unghiulare 


o=e = (acceleraţia unghiulară) este: oblică faţă de PR (laţă de axa de rotație, dacă aceasta îşi 
schimbă direcţia în spaţiu). 


li 


5.2. 2. iul ra TUL POISSON 


Toorer: Derivatele vătsoillo unui . sc ortogonal moi se: exprimă în 
fiecare momeni prin produsele vectoriale int 


E a “e îi 

i=uvxXi Oz] — Oyl, 

IE O II N a e tea 
j=oXj= —ojit ozk, > pe (5.6) 
- - > ps. — 


Ek=uvXE=oji— o, 
SR . ă Ă Fi Ş 
unde v» este un vector unic determinat (în general variabil), adică rezultă 


— 
dintr-o rotaţie infinitezimală cu .viteza unghiulară momentană w. 


Vom arăta că ezisfă o rotaţie momentană o care genere ază derivatele 
versorilor contorm formulelor (5.6) și că această rotaţie c este unică. 
— fi 
Să demonstrăm întîi unicitatea. Dacă există doi vectori w Și w care sa- 
tisfac (5.6), atunci trebuie să avem 


- 


—- 3 —- 


. ae EA — i — 
i=o0Xi=oXxi= (o —w)Xi==0 
sau 
Per Fa 
(oz — 02)] — (o — ok == (0 
. ş 2 A e A F Ș 
deci = Op Oy y 


(un vector este nul dacă componentele sale-sînt nule), 
Analog, din expresiile celorlalte derivate rezultă că și oz = oz adică 
pă 


34 i £ 
w=o. 
Za d 
Să demonstrăm acum existența vectorului e (în cazul translaţiei lui SC, 
. - 
versorii nu suferă nici o variație și evident w = 0). 
- , = 
Contorm lemei precedente, i este perpendicular pe i, deci se descompune 
—-— — 
după versorii j, k. Analog se descompun celelalte derivule.: 
= E 2 
i = 0 + auz] ăr Gus, 
> - - 
Î = azi + 0 3- Gaak, 
But = => 
E = ai + aa -r 0. 


Deoarece însă, 


ij =0 0 = i) = ad e E) 


din primele două descompuneri, prin inmalţire scalară cu i, tesnieliiv i i, ceafa 


“pa 5 

ij == Go i] = Goa  CEci Gai = —Gua 
şi analog zi 3 = —a di = — op. Prin urmare, matricea soalielieuțitoe a: 
este antisimetrică : : uz = —ai ŞI depinde deci numai de 3 para metri indepen- 


denţi. Prin comparare cu formulele (5.6) rezultă imediat că vectorul c căutat 
este | 


. Ă Aria = ! a 
Oz = Ca =], Oy = 0 = Ki 02 ui => = ij, 


e a Id? a pe | aa 
= ÎI) tr RD) + (ij). 40.7) 
Observaţie, De fapt rotația este totdeauna descrisă de o matrice (Lenser) antisimetrică 


E ş 3 RI . - Ri: 
cop = =, şi numai în spațiul tridimensional i se poate asocia un vector dual e de-a lungul 
uormalei la planul rotației (vector axial: mai sus co = 0). 


5.3. DISTRIBUȚIA VITEZELOR 


5.3.1. FORMULELE LUI EULER 


Să introducem un sistem de coordonare S legat rigid (invariabil) de 
corp şi care se imișcă deci solidar cu corpul, numit SC propriu. Curiforim 
figurii 5.3: 


2 Sa Tia „a 
+ r, pr = zii ylj A, 


unde 7! este fix fală de S' (adică a, 9, z' Lixc), dar se mișcă faţă de sistemul 
de coordonate S$, odată cu S. Prin derivare obținem 


> = 
i I 


= 79 3 


Li . - . Li 
- - = =» - — — 
a 


— — Ă 
unde v este vileza punctului P. iar o, — viteza punctului 0”, 
Aplice în Torimulele lui Poisson, avem | 


. 
Bes i d = - _ că - —> 
1 


r=TtoXi+yoX) rox kKzo kr, (5.9) 


astfel încît obtinem formulele lui Euler: 


SE € = > 73, că — — Liar a => = . 2 3 

p = Lă + OXI = W - Q) bd (r Sa 79) 7, LR -ț- bob (3.19) 
- > sii > =, _ > _ ga 
by => Die Pro = o XP = X(r rr), (9.3 Î) 


ceea ce înseamnă că deplasarea infinitezimală a solidului dr p d/ se descom- 
pune în [iccare d Lc într-o translație intinitezimală dr aia nu 4 şi o rotație 
infinitezimală dr 2 A d în jurul unei axe trecînd prin O. cu viteza unehiu- 
lară o (d şi « sînt în general tuneții de limp). 


Teoremă. În fiecare moment vileza oricărui piei P ul rigidului este egaiii 
cu viteza unui al! punel oarecare O" ul igidului, PA plus v viteză de roluție în 
jurul unei axe lrecind prin aeel 

- — — 
punc O", wo=oXr', adică mis- 
carea rigidului se descompune in 


oarecare «l rigidului plus o rolalie 
în: jurul unei axe trecînd prin 


acest punct. 

Descompunerea în translație 
și rotaţie se poale face înlr-o in- 
finitate de moduri după alegerea 

arbilrară a punctului de reducere 
O' numit pol şi plasarea acolo a 


Fig. 5.2 lui &. 


„mişcarea de translație a unui punet 


axei de rolație, adică a vectoru-. 


5.3.2. INVARIANȚII 


Vom demonsira că oricare ar fi 
descompunerea, viteza unghiulară 


|]. direcţia axei de rotaţie şi com- 
ponenta translației în direcția axei . - 
de rotaţie, sînt aceleași (fig. 9.4), 
Yeorema 1. Vileza unghiulară o 
este o caracleristică intrinsecă a mis- 
cării corpului, adică modulul și di- 


recția vectorului i sînt indepen- 
dente de sistemul de coordonate S' 
propriu ales, doar axa de rotaţie se 
deplasează paralel cu ca însăşi în 
noul pol ales. Cu alte cuvinte, prin 


schimbarea polului, veclorul co se de- 
plasează cchipolent în noul pol. 

În adevăr, putem trece de la S' | SR 
iniţial la orieare altul S”, în două Tig. 5.4 
etape : Întîi rotim S astiel încît a- 


. d - > . = Lă - - Li 
xele să devină paralele cu S”, atunci w devine ww” față de S rotit, dar din 
condiţia 


_ = - > A Ă Ă 

D=Dykh-o Xr =bpotu XT, 
rezulLă 

“ , => sed Ci 

(o —o') Xr'=0—=o=o, 


ră 
deoarece r” esle arbitrar. Acum trecem de la acest sistem rotil la cel final S", 
printr-o translație. Dar o translație xuiă alectează deriv alele versorilor, deci 


o' nu se schimbă şi rămîne egal cu G. 


Teorema 2. Toate Mp corpului cu în fiecare momtul aceeași priuiezția 
(componentă longiludinală) «vitezei pe ara de rotație, ind>pendentă de S' 
propriu ales. Aceasta este cea de-a doua caracteristică intrinsecă a mişcării 
corpului. | 


- 
În adevăr, inmulțind retaţia (0. 10) scalar cu o și finind seama că 


o X 7 = Dot este perpendicular pe o şi deci produsul lor scalar este nul, 
obținem 


--—= _-— - => _ - 
OD == 00p, adică op.cos(o, 0) = ob cos(o, bu), 
de unde 
ai apă i a i - — | te 
Dj = D COS(0, DP) = Vojj = ba cos(o, Do). +" (5.12) 
Prin urmare, toate punetele corpului au aceeași proiecție v, a vitezei 
pe axă de rotaţie, adică acceaşi componentă longitudinală a vitezei, egală 
cu viteza de translație de-a lungul axei de rotaţie, dj. Deoarece vileza de 
translație este viteza punctului ales drept pol şi deourece axa de rotaţie se 
poate deplasa doar paralel, este clar că oriunde am alege polul obţinem 
aceeași componentă longitudinală a;țranslaţiei — rotația generează numai 
viteze perpendiculare pe axa de rotaţie L 


În rezumat, pulcm deplasa vectorul o puralel cu el însuși (echipolent), 
schimbind polul și schimhbînd corespanzător doar componența transversală « 


—. 
translației, cea longitudinală nepulind fi schimbată. Produsul sealar cv este 
un invariant. 


Observaţie lutroducerea sistemului propriu S” ne-a servit aici doar ca un arlificiu peritru 


— 

a putea aplica formulele lui Poisson, deci a arăla existenţa unui e zice pentu rigid (5.9) și a 
deduce astfel formuțele lui Euler (5.10), de aceea Loate formulele care urmează se referă [a SL. 

Exemplu. Mişcarea de rostosolire fără lunecare a unui cilindru de rază HR pe un plan poate 
fi privită ca o rotaţie cu viteza unghiulară ce în jurul axei cilindrului pius o transtație cu vi- 
teza v = oR, perpendiculară pe axă, deci o, = 0,-sau, altfel, ca o rotaţie de acceasi viteză 
unghiulară co în jurul generatoarei de contact cu planul (axă momentană de rotaţie, nobilă; 
Descartes 1638) şi fără viteză de trunslaţie. ş.a.m.d. 


5.4. MISCAREA ELICOIDALĂ | 


Teorema lui Chasles : Mişcarea infinitezimată a unui rigid se descompune 
în fiecare moment, into rolalie infinitezimală în jurul unei axe inslantanee 
şi o translație infinitezimală de-a lungul acestei axe (miscare elicoidală mo- 
mentană). du: 


În adavăr, dacă transtalia momenlană 2 (vileza punctului 0”) nu este 


paratelă cu axa de rotație o din 0, pulem anula componenta transversală 
a translalici deplasind paralel axa de rotalie, de exemplu, în punctul urmă- 
tor : 


n a ada ai 65 E 


Pe =3 Fo “i” Fes unde rp=a <a X bu. (9.13) 


Noua viteză de translație v, dală de acest pol r, esle egală cu componenta 
longitudinală a lui va, adică este paralelă cu noua axă de rotatie Ge dusă 
prin re, În adevăr, lutusind Lormula dezvoltării predusului vectorial dubtu 
(1.82), avem. pentru viteza pu nctului rş: 


.. ad 


-> —> - = 
F 


ee pa m e [ot | es 
be = Do Xe ro X —(o Xd)= o 1|—], (5.14) 
i NI 
> 


Zi 
i ste puralel cu o. 
deci v, este paralel cu 


— E pa Ai = - . - 
Viteza de translație v, în lungul axei de rotaţie e, || coincide cu pro- 
-> .. => 5 
iecţia vitezelur v pe axa o: înmulţind (5.14) scalar cu ce avem, conform 
iui (9.12), 
o oa .. 


j a „si SR „sti d 

OP = OV, = e bo = 000 ob (we ata 0) — Da = VI. == Puţţe „ (0.15) 

Prin urinare, în fiecare moment, corpul execută 'o mişcare elicoidală infini- 
tezimală, anale: să mişcării m.ui șurub (şurub drept ducă wo > 0 și sting 


> 2 e. . E] E” : . —an 4. . 
dacă ov < 0). Axa elicoidată (I. Mozzi 1766) este locul geometric al pune- 
telor care au vilezu miniină în momentul considerat. 


Dacă vo, & sînt constante, mișcarea elicoidală se numește uni fermă, Dacă 
în plus pe =0, mișcarea este o rotație uniformă. În genera! însă, axa elicoi- 
dală variază atît faţă de corp, descriind o suprafaţă riglată numită azoidă 
mobilă, cît şi faţă de reperul fix, descriind o suprafață rigiată numită azoidă 


fiză. 
În fiecare moment deplasarea solidului reprezintă o rostogolire « azoidei n0- 


bile, legată ri gid de corp, peste axoida [iză, în jurul azei elicoidale Pi (generaloa- 


rea de conluci dintre axoide) plus o translație v, de-u lungul «cestei axe (Louis 
Poinsot 1834). 


5.5. DISTRIBUȚIA ACCELERAȚŢIILOR 


Derivînd (5.10) și folosind (9.9), oblinem: 


U 2 îi . E. . ş . î.. . 
— > = sec 


A Alea 00 9 A a 8 [A vi x ra xx = 


n = — , s , 
= (o tr pr dai (5.16) 

— „_ - 2 - - - i E EEE Da i 
tu == Po, de e XI, to=oX (o pa d = X  Piote (5. ID 


Primul termen reprezintă acceleraţia iranstațci d az de. AL doilea termen re- 


prezintă contribuția accelerației unghiulare Ea a, datorită ncuniformităţii 
rotației, se numește acceleraţie „roliloare“ şi se anulează în cazul rotației uni- 
= 

forme cînd o = const. Al treilea termen reprezintă accelerația „azi elă“, per- 
) : aj 4 +p 

pendiculară pe axa de rotalie 

(a nu se confunda cu accelera- 

ţia a,, perpendiculară pe tra- 

iectoric). îi î 
» Lă > 

În “adevăr. fie 'n' versorul 

normalei, coborite din punc- 

tul P pe axa de rotație şi Ri 

distanța PIeLulu P Dana la 


i d 
axă: h' = GP P=—R PA 
nu se confunda versorul n Lo 


-, i = 
cu versorul n al normalei prin- 
cipale „la .traiectoric,: și dis- 
tanța R' pină la axa w cu 
paza de curbură R a traiec- 
toriei. sti . 

d pe = Lă +7 za, 
Atunci r= OC + R 
(fig. 5.5) şi ultimul termen pă Fig. 5.5 


- 


din (5.16) devine (asi iei, x a ADR 8 XR Mg, ea ză 2 


pe peitti 


a „ax x) o x (x) o: e = Ra (5.18) 


însa 


(deoarece a x 0 oc =0 şi IE 0), deci reprezintă o acceleraţie perpen- 
drenează pe axa de rotaţie: 


« . Lă) . “ 
pt. .. E i "di. 


are ala 
(5.19) 
TE 
da = OR = 0Vrot E TU (brot =oR). 
R 
Acum (5.16) se mai poate scrie asttel: 
— e Sha rai apa e ZE e ae ra 3 
a = eX r— "BR" (teorema lui Rivals), (9.20) 


Exermule. 8) Daci “popi ea da e gatale (deci. a Nerenenlui a), nu se schimbă, e = Pai va 
— 


îi parale! cu Pt şi a; = exr=exf. în acest caz a. şi a: sînt exact aeceleraţiile tnogeie: 
ţială și normală în miscarea de rotație momentană a rigidului în jurul axei trecind prin pol, 
adică accelerația oricărui punct al rigidului este egală cu accelerația unui alt punel oarecare (pol) 


= , . - - — — A A 
al rigidului a, plus accelerația (ag + ae = Cs +- +) care provine din roiația momentană a rigi- 
dului în jurul unci axe lrecind pri paie analog deseorapineshi vitezelor. 


. 


b) în Sas Aaa ial de rotaţie în jurul axei fize, fără translație a =0, 00 || & și 
- —- 
Q=ceX PT = Îi pad iz coincide cu acceleraţia tanzenţială a, iar ax = —c2R coincide cu 
i x ” _. — gi : La ză, a 
acceleraţia normală a. În acest caz n' =n — versorul normalei principale la traiectorie, 
R' = a — raza î0 PIERDEA AP la rares cir iluzia (fig. 1.12) şi acceleraţia ti 


1, 


dex os (xi eri sa+a 


| de =a, >= eX Ra, = ek, e ar e 00) 
= - = xi i . | 
aa ta = X Via = o0"R'= — — n 02 a = a2R, i 


a= Va rai = Be Fo, (R= N). 


€) În cazul mișcării elicoidale uniforme (o, l &): ae =0, 6 0 şi a coincide cu ăi (a: =, 

R” — raza cilindrului pe care este înfășurată elicea, 
dt — raza de curbură a traiectoriei, adică a elicei) 
(fig. 5.0): 


— __ v?sin2.o0 —> pa, —. 


- -, > 1 2 
Rai 0 Sea A mu —— nn 
R RR 


R = Risint o, e: e. : + *(5,22) 

RA fe e pie o it uta pe Mae ai na: 

unde x este unghiul dintre vrşi:t (unghiul: de. încH- 
nare al elicei), iar R = R'/sin2a este raza de curbură 
a elicei. i | a ae 
În general însă, ae nu coincide cu accelerația 
tansenţială a, şi i nu coincide cu acceleraţia, nor- 


= - 
Mală Ga. Zi eta 


m 5.6. MIŞCAREA PLAN-PARALELĂ 


În ERI u distant traiectoriile punctelor solidului. sînt paralele cu un 
plan fix. “Toate punctele solidului situate pe o normală. la. acel plan se 
mişcă identic. De aceea mişcarea plan-paralelă se reduce la mișcarea unei 
figuri plane (o secţiune a corpului paralelă cu planul ix) în planul său (Miș- 
care plană). 


Vectorii r, o, a sînt conținuţi în planul figurii (0ay), iar vectorii o şi 


- 


2 == o sînt perpendicuilari pe plan ( = 0). Notăm o. =0u, e. =, wo >0 
înseamnă rotația în sens trigonometric. 


5.6.1. DISTRIBUŢIA VITEZELOR 


În fiecare moment mișcarea corpului se compune din mișcarea unui punct 
arbitrar al său plus o rotație momentană în jurul acestui punct (pol), adică 
viteza oricărui punel este egală cu viteza pohilui (ales arbilrar) plus o viteză de 
rotație momentană în jurul polului. 

Translaţia, fiind conținută în planul figurii, este perpendiculară pe axa 
de rotație, deci poate [i desfiinlată, mutînd axa convenabil într-un punct C 
care se cheamă centru instantaneu de roiație (în planul [ix) sau cenlrul vite- 
zelor (în planul mobil al figurii), deoarece viteza sa este nulă în acel moment 
(fig. 5.7). În cazul translaţiei pure a Ligurii centrul instantaneu este aruncat 
la infinit, pe -direclia perpendiculară luă translație. 

Vectorul de poziţie da pu ta 
sau coordonatele cen- ac de să Și auf (d / 
trului :.instantaneu. . C 
sint date de (5. 13): 


E 3 „ ] = că 
re SF o XI, 


> 
Li 


i 
| 
e! 
x 
= 
2 

po 
9 
(25) 

DS d 


deoarece viteza acestui. 
d . a 

punct, v, (9.141), în ca- 

zul mișcării: plane este - 
-— 

nulă (ov =0). Luiînd 

pe: AĂ drept pol, „avem 

——— 


p. dor, (7 = CP), 
adică vitezele tuturor 
punctelor. ligurii sint in. 
fiecare moment . perpen- 
diculave pe razele care le 
unesc cu centrul instan- 
taneu CG şi au valoarea 
or” = CP, ceea ce co- 
respunde rotației momen- 
tanc a figurii în jurul 


centrului C'cu viteza un- c ga ac) 
gliulară momentană o. | a pa pe e 
(fig. 5.8). | ei i Fig. 5.8! 


Locul geometric: al centrelor. instantanee. de rotaţie se numește ceniroidă 
fiză (sau bază) în S, respectiv ceniroidă mobilă (roslogolitoare sau rulantă) 
în $'. Axoidele tizidului! sîht în: cazul: nostru suprafeţe “cilindrice eu genc- 
ratoarele perpendiculare pe'plănăl dat, iar intersecţia or! cu acest plan nd 


centroidele. ice ga al cf | t 


Fig. 59 


În fiecare moment mișcarea figurii plane reprezintă o rostogolire fără lune- 
care a rulantei peste bază (mișcare epicicloidală). Punctul lor de contaci este 
centrul instantaneu de rolație C (centrul vilezelor). 

Exemplu : Rostogolirea fără lunecare a unui cere cps parabolă etc.) 
peste o CUPA fixă diuie Geeapil alt cerc etc.) (fig. 9.9). 

f 


5.6.2. DISTRIBUȚIA ACCELERAȚIILOR 
Formula acceleraţiilor (5.20) devine în cazul plan :.. 


-_ = —- — - = 5%, ăi II 
(lo ha Fr, Sute Xxr—or, . „i-+(9.24) 
i , e, - FA R = = | 3 i sea | £ zi, Pitic 
unde e=0 este” perpendicular pe plan ca şi w, deci a, este. perpendicular 
pe F, iar a, este centripet către pol. ' 
În fiecare momenl accelerația oricărui punel este egală cu iciatosalile polului 


ales arbitrar (o) plus 0. accelerație datorită rotației momentane în iau Bulai 


-> 
(A d = duet a). aa să d 

Există în fiecare moment un punct W a cărui acceleraţie este nulă” în 
acel moment, numit centrul acceleraţiilor.. Din (5.24) rezultă . atunei „pentru 
acest punct Alig. 5 ui 


Il vanţiă 


—.e 


: p--, - 
3. = 0 i = — di — dar i EC aa 
la] pis ap! | = pf ai, te, 


20 +. e x [A _ (5.25) 


Lu ROȚI == DI Lită 
VE. oa! e d WE e 4+- at 


Eee Dig Supe 


Observăm că, spre deosebire de centrul vitezelor C, poziţia lui w depiude 
de neuniformitatea rotației (de e). În cazul rostogolirii aniforme (e =0) a 
rulantei peste bază, centrul accelerațiilor se numeşte centrul geometric al 
accelerațiilor (G), 

Luînd pe W îrepii pol. (fig. o. îl), rezultă imediat că neceleraţiile Luturor 
punctelor fac același unghi 8 (Ig 8 = s]o?, independent de 7 ”) cu razele care 


le unese cu centrul acceleraţiilor W şi au valoarea a 7 N -- wf, ceea 
ce corespunde unei rotații momentane a figurii în jurul centrului W cu viteza 
şi acceleraţia ung ghiulare pe Laue w și e. 


| o=: '0pe aj, ee 0) 
i pă “ÎS p RE pia sa i 
Vy gpl ie: renălă a = rV/E% 00 

— 2-1 . st : : , 


Fig. B.Ul 


Cele două rotații momentane ale figurii, considerate din punctul de vedere 
al distribuției vitezelor şi cel al distribuţiei acceleraţiilor, sînt deci distincte 
(CW). 


9.7. MIŞCAREA SFERICĂ 


Un alt caz particular de mișeare a rigidului este mișcarea rigidului care 
are un punc! fiz (mişcarea sferică). În acest caz axoidele devin conuri cu vîr- 
ful comun în punctul fix şi mișcarea este reprezentată prin rostogolirea Tia 
lunecare a conului mobil peste conul îix. 


PROBLEME 
5.1. Să se deducă ecuația axei elicoidale : 
— >, — 1 - - „= 
Fr = 77 FPIAO = 0 XDptio A — parametru. 
wi: 


Indicație. Dacă 1-4 astia Iiriea perpendicularei din polul 0* be axa elicoidală, atunci 
trebuie să avem: 


Se ap ie i Spa ? 
= po Xe sau” 7 = RODo,j ȘI. Vo: = Ole 


1AR 


PN 5.2. Folosind formulele lui Frenet s 


di _n dn _ t D db n 
ds OR" ds RT as 7? 


unde 7 este raza de torsiune, şi formulele iui Poisson, să se arate că mișcarea triedrului Frânet 
asociat mobilului P in: m.șeurea sa pe traiectorie cu viteza o este o mişcare elicoidală cu para- 
inetrii i 


d, = RU + 2b) , 53 = AL) + 2 „ axa elicoidală a trece prin punctul 
RR: + 1* : R 
— Za 
PI RR (eig. 5.12), - 


a + RE A 
5.3. Gapetele unei tije AR de lungime! lunecă pe două drepte ortogonale Ox. Să se alle; 
a) centrul vitezelor C; b) baza şi rostogolitoarea ; e) centrul geometrie al aceeieraţiilor G. 
n. Vigura 5.13. 


Fig. 5.12 Fig. 5.13 


5.ă, Să se arate că: a) punctul Cal rigidului care coincide la un moment dat cu centrul 


e 


- - 

vitezelor C are în acel moment accelerația a ed n, X ue, unde u, este viteza de deplasare a 

centrului C pe bază ; b) traicetoria lui C” are în C un punct de întoarcere cu tangenta perpen- 

diculară pe bază şi rostogolitoare (după normala lor.comună) ; e) accelerația de mai sus este în- 

dreptată spre centrul go motric al accelerațiilor Ga cărui poziţie este dată de vectorul (fig. 5.14): 
- - 


E, — - —k 
Lo ID A e fiii tu (u. = x CG). 


w: (9) 


„e 
CG = — 


Fig. 5.15 


5.5. Să se arate că punctele figurii plane care au la un moment dat accelerația normală 
nulă se găsesc pe cercu! de diametru CG (numit cercul intlexiunilor, deoarece traiectoriile au 
acolo puncte de infiexiune), iar punctele figurii care au accelerația tangențială nulă so găsesc 


pe un alt cerc de diametru CT = ou,je (CT este tan sea comună a axoidclor). Cele două 
cercuri se taie în C „Și W (fig. 5.15), 4 


5, 6. Să se demonstreze relaţiile: 


ş: 
sr 
.. 


.. 3 x . , 1 1 să Dă 
ai x [0], pi Tia ieri ue = o-c) 
A E, 


unde. n, x, R,. În” sînt: versorii normalelor. respectiv razele ce curu ră ale axoidelor în punctul 
de contact C (centrul vitezelor), u, este viteza de MepIA sea a cerbhilui C pe bază ; jar ( este 
centrul geometric al acceleraţiilor. 


+51. Fie planul mobil legat solidar de axele intrinseci Pi ai ale unui mobil P care se 
mișcă cu viteza v pe traiectoria să plană. Să se arate că: ajo = 2]R, unde R este vaza de 
curbură ; d, centrul vitezelor C este în centrul de curbură ; e)'accelerajia tangenţială a mobi- 


ului a, = v=eR -F oR; d) accelerația punctului C este a, = wlt şi este cutia cu t; 
e) viteza centrului” 2) pe bază este u; a: şi este, „parălelă ca n (ie. Lă 16). 


Fig, 5.10 


“5.9, Un cere de rază R se rostogolește fără Iunecare pe axa 0 cu viteza u. Să se aflet 
a) baza şi rostogolitoarea, poziţia centrului vitezelcr; b) wleza o şi acceleraţia e ale cercului; 
€) coordonatele unui punct P de pe cerc în functie de unphiul 0 dintre r raza GP şi verticala GC 
(fig. 5.17) ; d) vitezele pa, v ale punctului P; e) descompunerea vitezelor faţă de G ; î) unghiul 


Fig. 5.17 


> 
a = %(o,u); g) viteza ca punclului superior C'; h) acceleraţiile Qz,y; i) desccr punerea acce- 


= . . 
leraţiitor față de G; |) poziţiile centrelor acceleraţiiler ; k) accelerația normală a, și pozilia 
centrului de curbură K al traiectoriei (ciclvicei); Î) iurginca s a unti bucle a ciclcidei, 


n. a) Baza esteaxa Or, iar.rostogolitoarea estecercul ; centrul vitezelor în C ; ) w =u/R, 
e = ujR ;c)cicloida : x = R0 — sin 0), y = R( — cos 0) =2R sin ; d) va = uţ1 — cos 0)= 


0 

= 2u sin? —, pp, = usin 0, v= 2usin 
Li 
D 


c) pu + 0xGB. vu =u(—c0s50, sin 0); î) «= PCC = mf0 02; p D=; 


Ş . i 
h) ca = ul — cos) + 
ti 4 SR 4 


= o2R sin = a:CP, o” îndreptat spre C”; 


9 | 


- 


i 1 iai ; Aia pula 
u* sin 0, a, = usin 04 =; a: cos 9; i) a,.= (ui, 0), ae = u(—cos0, 


— - — pi FR să-L, ; ga . 
sin 0) tangentă la cerc (LGP), ap = —0GP = ei u(sin 0, cos 0) radială (centripetă) spre G; 
î) ue =, CG = ja = ul = R, deci în centrul cercului; CW = Rcos 3, unde tg B = 
= ela? =aRju?; KE) a,=— u?sin y  PK = 2PC;1) “= 8R. 
N 2 PE Aa | 
5.9. O roată de rază r se rostogoleşte fără lunecare pe o altă roată fixă de rază R, în. ex- 
Lerior sau interior, incoajurind-o cu o [recvenţă n. Sâ se alle viteza unshiulară o a roții r. 


Ii. o =2nn(1l 3 Rr). 


SN a e Fi na . pr pală 
5.10. Să se co nduni mişcarea elicoidală (o, w) cu e translație v, sub unghiul e faţă de o 


- ai 
N. Axa elicoidală se deplasează cu distanţa 3 o X o'itranslaţia rezultantă p4+-o/ cos a, 
, S - = - - 

5.11, Să se conpini două mișcări elicoidale antiparalele (0, a) şi (—0, —a), ale căror axe 
elicoidale se află ta distanţa b între ele. 

R. Teanslaţia p, = o) poro>aliculară pe planul axalor elicoidale (în sensul dat do regula 
burghiului). 

5.12. Un con cu deschiderea 2 se rostogolește tără lunecare pe un plan orizontal, cu vîrful 
fix, măturind planul cu viteza unghiulară 2 (perpendiculaiă pe plan). Să se afle viteza unghiu- 
lară proprie sau relativă co, şi cea absolută (sau rezultantă) e ale conului. 

N. Axoidele sint planul orizontal şi conul însuşi. Axa elicoidală este generatoarea de con- 
tact, oo = O/sin a, a = 9 ctaa, 


| 
| 


| CAPITOLUL 6 
DINAMICA SOLIDULUI RIGID 


După cum am văzut, mișcarea solidului rigid se descompune într-o miş- 
care de translalie şi o mişcare de rotație în jurul unei axe instantanee: 
SON NI DE NAN A 2 | 
PDF Dio Po tOoXr,r SOXIF Ure (6.1) 
Dinamica mişcării de translație coincide cu dinamica punctului materia! 
Să studiem acum dinamica mișcării de rotație a solidului rigid în jurul axei 
instantanee, 


6.1. ENERGIA CINETICĂ DE ROTAȚIE 


Alegînd un SC cu originea O pe axa de rotaţie (fig. 6.1; omitem aici ac- 
centele de pe coordonate pentru simplificare), să calculăm energia cinetică 
de rotaţie a rigidului: 


K 1 S | Ie 
Ii,pi > i 2 IMVrot e Sat TI nai o Wrot dm, (6.2) 


Ținînd seama că vitezele particulelor sint 


— — = iaca 


aa 
Protk SO XIp SV X Rap» Protk = OR, 


Uro, = oh, (6.3) 


di 
unde r, sînt vectorii de poziţie şi R, distanțele 
pariiculelor m, pînă la aza de rotație, obţinem 


Io? (0.4) 


Fig. 6.1 


unde 


este momentul de inerție al rigidului faţă de aza de roluție (Ch. Huygens 1673). 


100 


În cazul distribuţiei conlinue de masă, suma de mai sus se înlocuiește cu 
integrala : 


pitt 3 dn (ne p AV, (dm = dv), (6.9) 


unde R este distanța elementului de masă dn = p dY pînă la axa de rotaţie. 


6.2. MOMENTUL DE INERȚIE FAȚĂ DE O AXĂ 


Momentul de inerție este o mărime adifivă în sensul că este egală cu suma 
momentelor de inerție ale particulelor componente ale corpului. Momentul de 
inerție al unui punct material faţă de o axă este egal cu produsul dintre musa 
punctului material și pătratul distanţei sale pînă la axă: mR? (fig, 9.2): 

i pă I a d e Da Xm Ri, unde Î = mR2, | E | | (6.7) 

Vom nota cu RR, distanlele pînă la ază și cu r, distantele pînă la pol. 

Se numește rază de inerție sau de giraţie faţă de o axă, distanța RP, deti- 
nită prin relaţia : 


I = Îmi =mR? sau I =(£ dn =mR?, (ni = 2m), - (6.8) 
> 1 e] 9 2 ] a det ATEI 
ho == — m,Ri sau Fa N dit a == Mm (6.9) 
m . îi. 


adică raza de inerție R, este dis- 
lanța de la aza dată unde ar lre- 
bui concenirală loală masa corpu- 
lui peniru a da același momeni de 
inerție fală de acea axă. 

Dacă cunoaştem masele păr- 
ţilor componente M, și razele lor 
de giraţie R,, faţă de o axă, 
atunci momentul de inerție al 
corpului întreg (compus) faţă de 
acea axă este evident; 

I=ă MR: =3 3, I3 == MR, 

j j f: 


(6.10) 


fiindcă orice sumă parțială 
5 m,Rg poate ti înlocuită cu 
ăia () d, 
momentul de inerție AR, — 7, al părţii componente respective de masă M 
și rază de inerție hgu. a 

Dimensiunile momentului de inerție sînt: 


A CLIP RE) IML? = gem? în SI. 6.11) 


Fig. 6.2 


Comparind expresiile energiei cinelice de translație și de rotație: 


AP = 2 mate Eroi 2 lo?, (6.12) 
se vede că rolul masei m in mișcarea de translație îl joacă în mișcarea de 
rotație momentul de inerție 7 [aţă de axa de rotație. 

Aşa cum masa unui corp este o măsură a inerliei sale în mișcarea de 
translație, tot astlel momentul de inerție față de o axă este o măsură a inerţiei 
corpului la mișcarea de rotație în jurul acelei aze. 

Valoarea momentului de inerție depinde nu numai de mărimea maselor 
particulelor corpului, ci și de: modul cum sînt distribuite cite (adică distanţele 
lor) faţă de axa de rotaţie. La o acecaşi masă totală, corpul care are masele 
mai depărtate de axă va avea un moment de inerție mai mare, de exemplu, 
momentul de inerțic'al unui inel (cilindru gol) este mai mare decit al unui 
disc (sau cilindru) omogen din același material şi de aceeaşi masă, faţă:de 
axa lor de simetrie. Pentru a obţine un moment de inerție cît mai: mare, 
matesialul trebuie distribuit cît mai departe de axa de rotaţie. 


6.3. LUCRUL MECANIC. PUTEREA 


Lucrul mecanic elementar efectuat de forțele aplicate rigidului în rotaţie 
— 


(la rigid forţele interne nu fac lucru mecanic) este (peste tot mai jos v, = 


— — —- — 


E Dot: SO Xp =): 
— - ——— — — — —— — _p— 
Ve = SF dres = SF dl = SF X rodi = Xo(re X Fndl = Mo di, 
(6.13) 
unde M este momentul rezultant a! forţelor faţă de un pol de pe axa de ro- 
tație şi unde am folosit proprietatea de simetrie ciclică a produsului vecto- 
rial mixt (1.81). 
Pulerea dezvoltată de forţele aplicate va fi daci 
. _.— 
Prot = Wro = Mo, - (6.14) 
a | 
analog puterii la translație Fv. Forţei de la mișcarea de translație îi COTES- 
punde momentul forței la mişcarea de rotaţie. 
Într-un SR inerţial putem scrie teorema energiei cinetice : 


( —— . | —-— ă 
Era ==d 3 1o%)- dWo, = Mod, Est = Pro = Mo, (6.15) 


Na 
_> i î 
i FV po (ua d! = AEru = Ala ra), (6.16) 


lit 


ceea ce se obține și direct-prin derivarea energiei cinetice : 


— 


= [ ] a a? 3 > = pc : Ps - 
LAN [mai = DD Vp = SA F pb == 


ai pică 200 — — 5 -_ — x =3 -— Pa — 
se Ab aia) 0eo A Fu) = SI O(rp X Fa) X0 (7 X Fa) = Mu. 


6.4. MOMENTELE DE INERȚIE FAȚĂ DE UN SISTEM 
| DE COORDONATE 


Momentul de inerție al unui corp depinde de axa faţă de care se calcu- 
lează, de aceea nu este o mărime scalară (descrisă de o singură funcție) şi 
nici vectorială (descrisă [aţă de un SC prin trei funcţii), ci una mai complexă 
(tensorială). 

În adevăr, să deducem expresia analitică a energiei cinetice de rotalie 
faţă de un SC cu originea pe axa de rotaţie (fig. 6.1 ; omitem accentele pentru 
simplificare) : 


Erei 5 moto = A hu(o X Te) 


IN 2 


sau 


i | ză a 
Io == Vro dm = ELE x 7) dm; 


.- 


ad i a E: 
Exo. = de: nl ECO y2p = zu) + Î(o a == 227) ie (oz: = OI == 


-_ 


+ 


l NR: 3 
= 5 multouze — os) Fe (ocs — os20)* + (Oas — outa)?] ; 


“P Izy soy Fr up F Iza 0z0z (6.17) 


unde | 
Iaz Im, (e 4 3), eve Em CR + 22), Ie = Smu(as + ya) (6.18) 
se numesc iii de inerție faţă de axele de coordonate, iar 
Doi m pe SE e Siza Lega = AN IE A E PR 


| za = Îza == — Ja MataZa (6.18) 


se numesc mumenie cenirifugale (sau de deviaţie). 


115 


Momentele de inerție (6.18) sint chiar momentele de inerție faţă de axele 
de cvordonate în sensul în care am definit mai înainte, prin (6.9), momentul 
de inerție laţă de 9 axă (y2 —+ 2 este pătratul distanţei particulei m, pină 
la axa Oz; zi ai — pătratul “distanţei pină la axa Oy elc.). 

În cazul distribuţiei continue a masei, momeiitele de inerție sînt 

ip! (2 -+ Par = pr a ay ete. 
(6.19) 
Qe ? i: 
ay 25 AR 008 E dm = — Vve dv ele. 


Prin urmare, energia cinetică de roluție este o îormă pătratică în compo- 
nentele vitezei unghiulare, ale cărei coeficienţi sînt momentele de inertie, 
Momentele de inerție sînt descrise deci într-un SC prin 6 funcţii şi se 
reprezintă prin matricea simetrică (tensor de ordinul doi simetric) : 
. Ip E La : na 
? , 
În] digg Aa Doe he Dau e ga sos (6.20) 
la lay ae Ă 


unde elementele diagonale sînt momentele de inerție faţă de axele de coor- 
donate, iar desenele nediagonale sînt momentele de inerție centriiugalc. 
A nu se confunda matricea momentelor de inerție ] cu momentul de inerție 
fală de o axă]. 


6.5. MOMENTUL CINETIC DE ROTAŢIE 


6.5.1. COMPONENTELE MOMENTULUI CINETIC 


c) Fată de un pol de pe axa de rotaţie a rigidului, ates drept origine a 
sistemului de coordonate (fig. 6.1), avem 
=> - — > 3 - — IT 
Inot = Xp X Mpa = ÎTp X Malo X Fa) Moe) 
sau 
— —- = că „= ă 
sai (7 X (o X r)dm = | amily(ozy — 04%) — E(ozt — oa) 
“+ 6.21 
E TR EI A A 09 (0.44) 


cu componentele 
Ja = leroa T Îzy0y tr lezQa Ju = Iyaoz + Înv oy kt Iv 


| ș:o Lzae F Î-y0y + Iza 
care sînt forme liniare în componentele vitezei unghiulare. 

De aici se vede că în general componentele momentului cinetic J nu sînt 
proporlionale cu componentele corespunzătoare ale lui a, adică vectorul j 
nu este în general paralel cu vectorul &, deci momentul cinelic J nu este în 
general paralel cu axa de rolaţie (6). 


a — Mecanică si acustică — cd. 137 113 


4 Ă . A .. ara — păr, . Li 3 ZI - 
Dacă reprezentăm vectorii J, e prin matrici coloane, putem scrie : 


Sha, dea 7 FE Uz 
lI) 2] Juţ= Î ya Ivy Ia Oy |=Îlo)> 
Ja Ia d de ss O 
sau 
I lo E (n x (e x r)dm. (6.23) 


Într-un SR inerţial putem scrie teorema momentului cinetic : 
| COR: A N SI e De | 
J ro = ——(lo) — AI, AT d! = Atle), (0.24) 
a! | | pe 
ceea ce se obline şi direct prin derivarea momentului cinetic: 


- > - 9 iii 3, = —_ = _ - 
roi = (Je XMrba) = Xe X Mabp = eX (Po Fra fa =M, 


3.2. FORME BILINIARE ȘI PĂTRATICE 


E es Ă 
Produsul scalar «lb a doi vectori reali se poate scrie ca produs dintre ma- 
tricea linie a primului veclor şi matricea coloană a celui de-al doilea vector: 
3 Da . 
> RD i Dea i | > > - 
ab = Caz -F 0yby-hr aabz = az ay a] d, i=(4 d). (6.25) 
ba 


Vom reprezenta veclorii prin matrici coloană, iar covectorii prin matrici 


linie cu elemente — componentele complex conjugale ale vectorului respectiv :. 


da 
la) =|a:|— vector (bra); Ca| = [a3 a5 a%] — covector (ket) 
„dz i 
(d>numirile bra și kel au tost introduse de P.A.M. Dirae de la cuvîntul 
bracket = paranteză). | 
Produsul scalar se va defini atunci asiiel : 
| ba 
Cai.) == [az au] | By [= ao ab  0Ebe. (6.26) 
| b, 
Pentru vectori reali regăsim expresia cunoscută de mai sus . 25), 
— 
D expresie Ca | al | b> inseamnă o formă biliniară În vectorii a, pu şi 
anume produsul scalar dintre vectorul. a: şi vectorul ATD. (care rezultă. din 


dn il 


înmuljirea matricei piătralte pă eu auda clan 3) sau aliiel, este pro- 


dusul dintre covecțorul <a] — matrice linie a vectorului « complex con- 
jugat și vectorul AMI | b> — matrice coloană care rezultă din înmulţirea ma- 
tricei 3 cu vectorul | b> — matrice coloană a vector ului d: 


A TMaa Ma Mae [ba 
„<a! Mid) =[az 0 cl] Ms My Me |lb,l= 
| Mia My Mea b 
AI Ba M oby e Ma, 
= [az ay El] Maha Myybu + Mob |= 
Mesba + Mayby + Mezba 
a (AL sala tb GM uybu zi CAM,b, - e 05 Mayby + ON jela i 0 Myaba + 
Pr OM eayby Ft EM azDa -F 03Mazbz = iu sai NE papii A Alba 
Moby bt Mada te M abat Mady + Mazatba + Mastba. (6.27) 


Se poate verifica ușor proprietatea : 
CaȚĂT| 0% = Gl, WM, (6.28) 


Și + 2 . [7 -, . = . ES 
unde AI* este matricea hermilic conjugată (transpusă și complex conjugală). 
Dacă matricea îsi este hermiliană (după numele lui Hermite), adică hermilic 


duloconjugată : + =%, atunci 


| A | m E A A 
(a |A7]| 8% = ca | MĂ | a); <a | MI | aY* = Cul May, dacă Mt = M, 
| (6.29) 
deci forma pătratică respectivă este reală. 
În particular, în cazul real, cînd vectorii şi matricile au componente 
recie, avem e | 


= A o A E 
(a, Mb) =(0, Ma). (6.28) 
Condiţia de hermicitate devine condiția de simetrie: M = M. Dacă 
i 
matricea M ab elas ee Ga (Și pent) avem ; 


> 


G, Mi = € d, „dacă AR ! AI (6.29) 


iar forma pătratică se scrie în acest caz dcatigurat” dstel 


(a. î3 = Mast? + Mud + Mast + Mate + Ms ga, + 2M strazi. 
E (6.297) 


6.5.3. ENERGIA CINETICĂ DE ROTAȚIE 


Pelaţia (6.17) se scrie acum cu ajutorul matricei momentelor de inerție Î 
(6.21) ca formă pălralică 


a) | aid e ._ 
N — (w, lo) pară 


= 


DN e E 
îs fc se Plat (0.30) 


- 


şi ţinînd seama de expresia momentului cinetic (6.23), putem serie: 


i: _ — ] - — j -_-— 1 
Si = DP ] = — : .] =— E m = 0.3 
€ ET) lo 0) ; (0 ) pi ua da (6.31) 


analog energiei cinetice de translație 


i DE Î MPa 1 a î Ș 
ÎN pe OMU = — Vp ==, (6.32) 
. 0 > INCI A s) ) 


numai că J nu este în general paralel cu o. 
A Şi _ 11-A TRIER A 
Deoarece LI, > 0, rezuliă cosa> 0, e« eo, —|, adică J formează tot- 
"3 
d>auna un ungui âscuțit cu vectorul co. 
Notind cu n versorul axei 
n 2 (COS up COS. Cost) =olo, (6.33) 


putem exprima momentul de inerție JI faţă de axă prin matricea momen- 


telor de inerție Î, ca formă pătratică în cosinusurile directoare (AL. Cauchy 
1827) : 


> A 
I = (n, ln) = Iaz costa PF ... ț 2lazy COS a cosa, + ..., (0.34) 


expresie care rezultă ușor din (6.31) punind w = no. 


6.5.4. MOMENTUL CINETIC ÎN RAPORT CU AXA 


[3 i 


e . 
Proiecţia momentului cinetic J pe axa de rotație (momenlul cinelic în raport 
cu axa) se poate găsi imediat prin compararea expresiilor energiei cinetice : 


E! —_— 1 _ ză = 1 | | | St 1 a 
ARE ae udă a Jo cos(J, a) aie? Iu o, dar Er = ial 


de unde (lig. 6.3): 


fă Ju =1o, Jy= 10, (6.35) 


— d a 


ed . . - . . [i EI 
deci Io ne dă numai componenta longitudinală a momentului cinetic, paralelă 
cu axa de rotație, adică ne dă momentul cinelic în raporl cu ara de rotație. 
Expresia lui Jy se poate obţine şi direct. Avem din figura 6.1: 
lu 


— p E Dă er al ; — ai 
Inot = Xrp X Maby = D(UCi ot Rr) X Due 


- o - — 
cum Vp = Xry =o X Ry este transversal, com- 
ponenta longitudinală este dată de termenul ai 
doilea : 
3 - = 


RE - — 
= Smyhio = lo, 


= ZR x mu(6 x Ra) = 


unde am dezvoltat dublui produs vectorial după 
(1.82) şi olt =0. Fig. 6.3 
6.6. VARIAŢIA MOMENTULUI CINETIC DE ROTAȚIE 
ȘI VARIAŢIA ENERGIEI CINETICE DE ROTAŢIE 
„66.1, DERIVATA MOMENTULUI CINETIC DE ROTAŢIE. 
Aceasta se poate calcula direct din sumele respective (reamintim că 


— - — = 
Pe = Xp SUrot a SU): 
: ZA _ > sa - - - 
J rot = Xa x Mbs) Să ŞT X Mb = Be X m (0 X Fe) ani 
— - .— - - - . 
i; sa = Sr X mac X rap) + Eres X Milo X Vp): | 
- i 
Primul termen este identic ca structură cu forma pătratică a lui Juo: (6.21) 
a . i a a i -— in =>, 3 Ş bc d F ai . Fi 
numai că în loc de o, avem aici e, deci este egal cu Îs. Al doilea termen, 
= 


- 


dezvoltat, dă — Sou(Fums6), (aie = 0), la fel ca şi o x: 
x (Sr X mos) = —Smaor(ora), (ab = 0): 


Day - 


d E e 
Hi (6.35) 


Prin urmare, 
J rot a | 


Lisi alti ax oa 


6.6.2. DERIVATA ENERGIEI CINETICE DE ROTAȚIE 


Se obţine ctectuînd derivarea 
E i E „A $__patdaă EDER SR 
Erot -(23 Mbs | = Smabaiz = XMybs(o X Tr) = 


| — > -.: - — - 
= Smbu(e X rd), (termenul vr(w X rup) =0) 


și. permutind ciclic produsul mixt: 


fa E IN fica 0i a 
Eno = XE(rg X mb) = cJ =(e, lo) = (0, Îe), 


pci — 


(Î este matrice simetrică), dar din (6.36): Îe = În o XJ, atunci 


Eroi =, d Ba pd >] SE n i RI ei ca- X ]) a), 


unde ultimul produs scalar (mixt) este nul; Prin urmare, 


Er = (6, lo) = (0, 15) = Je = pini (6.37) 
: Într-un SR inerţial avem teoremele (6.24) şi (6. 15), deci iii 


= 


mio tă x = 


d 


a E A et za 03 m A 


6.7. TEOREMELE DE DESCOMPUNERE . 


Dacă descompunem mișcarea rigidului în mișcarea de translație a cen- 
irului de masă şi mișcarea de rotaţie în jurul unei axe instantanee trecînd 
prin centrul de'maâsă, atunci se aplică teoremele de descompunere din capi- 
tolul 4: 


E (PRE: 408 ID ee ae IA a să (6.39) 
unde | A = Tem pd ne aa x D și A e Î,o, în a (6.40) 
] Hi 
Ea = Eur Eset = 7 Moni + > Ivo? (6.41) 
_ | Fa i | , ii ia i ca DE. 
unde . Eu, = Tea ii Ana e O e = (0, În). er So ;.. (6.42) 


unde J, este momentul de inerție faţă de axa de rotaţie cosinălă (care trece 
prin CM), iar Î, este matricea momenteior de inerție faţă de SCM. Dacă des- 
compunerea s-ar face faţă de un punct (pol) diferit de CM, atunci în des- 
compunere ar apare termeni suplimentari „Micşti“, de "ăntoxitreaița” între 
mişcarea de translație și mișcarea de rotaţie, 

Teoremele generale de la capitolul! 4 devin : 


Teorema momentului cinetic : 
Aa 3 = M = Zr, i ÎN pei SP iii x E (643) 


i Cca iaca) Ea a gi E (6.44) 
S = Piu = e 4 oX SM, =Si x, (6.45) 


Teorema energiei cinetice : 


E, = Eu + DR = P E A za pasa SF (6.46) 
: 1 A iei 
Eu = E mit) = Pie =IVem, (6.47) 
LIN SE E e pa 
Lică o - 3) — Se = So = Pui — XE po ="Me i (6.48) 


Forţa rezulianiă : 


„FE = Mom. E 3 (6.49) 


6.8. AXELE PRINCIPALE DE INERŢIE 


Se poate demonstra că rotind convenabil SC din figura 6.1, există o po- 
ziţie pentru care momentele centrifugale se anulează. Axele obţinute se nu mese 
axe principale de inerție Ox,s2>s, iar momentele de inerție respective se numesc 
momente principale de inerție Ii, (I. A. Segner 1755, L. Euler ui a aţa 
de aceste axe (notate cu indicii Î, 2, 3) avem deci 


1 a 
E.ot aL; ASH —- 2 Lot „b- ze Isa == 


1 2 = 2 i a 1 % . 
= pci COS d + Ia COS” Ge 4 Ia cos” ada? = lot, (6.50) 


I = Icos? a, + Ie cos? ae + Ipcosta (651) 


unde a, „sînt unghiurile pe care le face axa de rotaţie w cu axele principale 
de inerție (fig. 6.4). Trecerea la noul SC înseamnă aducerea formei pătra- 
tice (6.17) (deci şi a matricei Î) la forma dia- 
gonală (6.50), adică la o sumă de pătrate. 
“ Condiţia ca o axă, de exemplu, axa Oz, să 


îie principală este ca cele două momente cen- 
trifugale referitoare la acea axă să fio nule: 


: În = — 2 dm ==0, Iza = 20 dm =0. 


Condiţia ca cele trei axe Ozyz ale unui SC 
ortogonal să fie principale este ca cele trei 
momente centrifugale de inerție să fie nule. 
Faţă de axele principale energia cinetică de rotaţie apare atunci ca o 
sumă a energiilor cinetice de rotaţie, în mod independent, în jurul fiecărei 


Fig, 6.4 


axe principale, cu viteza unghiulară corespunzătoare (o paRp Oa lui & pe 
axa respectivă). 
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Momentul cinetic devine Dia e i 0 d ala 


- — - — - o ip 

J roi => i oa + ] Io coe + k Îs 003 == lo —- pe — stai (6.52) 
ca și cum rigidul s-ar roti în mod independent în jurul fiecărei axe cu viteza 
unghiulară respectivă. | 


Dacă rigidul se rotește în jurul unei axe principale de inerjie, de exemplu, 


Oz, atunci momentul cinetic este paralel cu axa dă rotaţie: 
=> > E i 
J = Io, dacă o =, 0 So, =0. | (6.53) 


În genera! însă, vectorul J nu este paralel cu axa de rotație o. 

„Un corp pentru care I, = Ja = J3 se numește litirez (sfirlează) sferic (ă), 
atunci momentul de inerție (6.51) este acelaşi pentru orice axă care trece 
prin centrul respectiv (deoarece cos? a, -+- cos? aa -!- cos? da = 1) şi (0.52) 
devine : 


- 


d to, d ma AI Le 15 (6.53%) 


adică J este:paralel cu & pentru orice axă de rotaţie care trece priri.centrul 
respectiv. ARI | i £ aa 
"* Cînd axa trece prin centrul de masă al corpului, ea se numeşte axă cen- 
trală de inerție, iar momentul laţă de aceaslă axă se numește moment central 
de inerție. | 

O axă principală centrală este principală pentru toate punctele scle. 

Pentru corpuri onogene regulale momentele principale centrale de inerție 
se pot calcula uşor și se găsesc in tabele. 

Dacă un corp omogen posedă o ază de simelrie, ea va [i ază principală cen- 
trală de inerție (la stera omogenă orice diametru este principal). 
În adevăr, dacă de exemplu, axa Oz este axă de simetrie, atunci pentru 
orice element de masă dm (7, y, 2) se va găsi un element identic așezat sime- 
tric dm(—r, —y,2) (fig. 6.9) şi în integralele ],, = — ez Cr, Leg = — (2 dm 


termenii corespunzători se vor anula reciproc. 


6.9. TEOREMA LUI STEINER. 


Pentru o axă centrală oarecare, mo- 
mentul de inerție se calculează cu for- 
mula (6.51), cunoscind momentele prin- 
cipale centrale, iar pentru o axă necen- 
trală („exierioară”) oarecare se aplică 
teorema lui Steiner (cunoscută de Huy- 
-gens şi demonstrată de Euler în 1749): 
momentul de inerție. I faţă de o -ază oare- 
Tig. 6.5 care este egul cu momentul de inerție Ie faţă 
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de o axă paralelă centrală plus produsul dintre masa corpului şi pălratul: dis- 
tanței dintre axe: SI N e a a 


Il. | (6.54) 


Teorema lui Steiner este analogă îcoremelor de descompunere (6.39—42) 
faţă de CM: | 

Momentul de inerție 1 fală de o ază oarecare este egal cu momentul de inerție 
orbital sau extern al corpului presupus redus la un punct material în CM (m) 
plus momentul de inerție propriu sau intern Ia 
față de o axă centrală, paralelă cu-aza dată... 

Pentru demonstraţie alegem Oz de-a lungul 
axei date, iar O'z' de-a lungul axei paralele 
centrale (fig. 6.6, axele Oz şi 0'z' sînt.perpen- 
diculare pe planul figurii). Atunci 


1 fara = ((a-ra)am-r (i yyPăm = 
== (e she y' dm -- ţa -- b)am da 


+ 2a (2 dm + 20 dm == Io —- In să 


ultimele două integrale fiind nule deoarece 0' 


Tim = sh, a dm =0, 7 4078 EL. | y' dm=0. 
| m . m 
Mai general, matricea momentelor de inerție i faţă de un SC ourecare este 
egală cu matricea momentelor de inerție. orbilale Îsm ale corpului presupus redus 
la un punct material în CM, plus matricea momentelor de inerție proprii Î. faţă 
de un SC central paralel cu cel dal: 


ca | cope (6.55) 


„8% 6.10, MOMENTELE DE INERȚIE. 
pl - “ EXEMPLE DE CALCUL 


Lă 
x 


a) Tijă subțire omogenă de masă m și lungime / (fig. 6.7): 


2, za x să Pc AA ct 
$ e , si Ş ă - . . Fi e .ş . șa) 3 .- .* 
In == 7 dm, dm sali Aus, 
—2 
12 n că n Ain Pa a 
m 3 e [i * pă: i 
h = În iba 2” dz BET iul la =0 (6.56) 


"Faţă de o axă la capătul barei (perpendiculară pe bară) găsim, aplicînd 
teorema lui Steiner : i, ȘI 


? ? 1 a a ] ză La | 
I, = ho =—mE + (3) == a, (i =0), (6.57) - 
12 2 3 


i e A E 
b) Pentru o. figură plană (Oz L pe planul figurii): a 
O li dp 7 O100.08) 
deoarece (fig. 6.8): | | | E _ | 
= dm, Ie (7 din, I3 = (a + y*)dm = Îi + Ie. 


De exemplu, pentru o corounii circulară cmc genă de masă m şi razele R, 2 
(fig. 6.9) avem 1, = 1, + Je şi din motive de simetrie ÎI, =, deci 


I, = = 7 dai Î3 =(ee -- y")dm, (6.39) 
dm = dS = -2zrdr, (6 — densitatea superficială), 
5 :R, > în | Sr sa i. 0 - ce fie ăi 
i TG i p ] = 4: d. | i] 
"Ii '= | No2Rrdr = = (Iâ — N) = a m( Rr BR). „2 (6460) 
a de E ai ai: E op 3 e ne 


În particular, pentru un inel subțire cmegen de masă m şi rază R rezultă 
(R = =): it: îi. 

Î 3 
A — A iai Ia, Ia = n h” (6.61) 


şi pentru un disc subțire omcgen de rază R=R,, R, =0: 


i ii NE RR! 
În = Isi =—I, Ii = —mRkt, 6.62 
= Dale li=2 (6.62) 


c) Pătură sferică omogenă de masă m şi'raze' Ri: 


« 
3 


4 d | - i i o ă i ţ dA 3 a | Z 2 Li 
Î = = = (a Far 3) = lu Phare )ăni = 


2 fe 2 RF Sz i p 
==—irodV =—p r-âzr” dr = Las — 13) = 
3 5 : se 3 .D pi ie : ide 
18 


NI e 


D 4 | a i | a a 
= 2 m(RS— RD RD a (6:68) 
— | | 


... În particular, pentru o pălură sferică subțire omogenă de masă m şi rază 


i] 


pui , %) x 


| | I, == pm | (6.64) 
EA DR iei ANR E Aaa 99 ulii + ei aa * 
şi pentru -o;sferă plină. omogenă (h=R, - 


R=0): 


ALD> 


IA 
lY 
> 


ISS / 


2 > xp 
|, se Își = == RI. (6.69) . 
sari O ai , N 


d) Pălură cilindrică omogenă de masă 
m, taze“ Rua şi înălțime h (fig. 6.10): 
Is = dm = rp2zr dr-h = 
R, 


| 


1 Fei n 
2reh 7 (Ri — RD) = —m(hăr R3), 


(6.66) 


= = ÎI -- ţ (ge + 22 <a? +-=?)dm = (» dm + (2 an a 


m taie) 657) 


în particular, pentru-o pătură cilindrică subțire de masă m, rază R = 
=R, =R, şi înălțime h rezultă : 


ÎI, = Ia = mr [e mie, I, = mhR? | (6.68) 


și pentru un cilindru plin omogen de masă m, rază R şi înălţime h (RR =0, 
atletă ce, 00 ag ip A | i iile, id ic: i Arie E i NOR IA 
m a e de Mk? e di „la mR i ma 16:69) 


. — 
CR) 


6.11. ROTAȚIA ÎN JURUL AXEI FIXE. 
CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 
6.11.1. ROTAȚIA ÎN JURUL AXEI FIXE 


În cazul unei axe fixe 0z avem o. =0, (oz Soy =0), 
Je = Iza Sau Ju =. (6.70) 


“Ecuația momentului cinetic dă: 


j = M =, = M, sau 


= Me Mi, e m (6.71) 


unde M, = My este momenlul fortelor în raport cu aza de rolație, adică 


proiecția pe Oz (axa de rotație) a momentului rezultant EV (calculat în raport 
cu un punct de pe axă). . 
Aceasta este ecuația fundamentală pentru mișcarea de rotație, analogă 


ecuaţiei ai = F, pentru mişcarea de translație. Dacă I = const, avem 
6 AR POE ei ea AM, (I=const). (6.72) 


13 d! 
| i 
Exemple. â) Pe un afac omagen de masă M și rază R este țeatăgurat un fir subţire. La 
capătul liber al firului este atirnat un corp de masă m, de care este legat în continuare prin- 
tr-un alt fir un alt corp de masă ma. Se neglijează frecările. Să se afle accelerația corpurilor 
și Lensiunile «din fire (fig. 6.11). 


„a afise , 1 . 
Rezolvare. TIR = Ie; mg + + — Ti = nu Ms9 — Ti = mesa, I=— MI. 


Li - 


Condiţia de nealunecare a, firului pe cilindru ia= eh. 
Rezolvina sistemul, găsim 1 


E ACI 


SER 9 pr = - A1g Țuza 7029 i 
1 + Mi2(nu + m) . 2 = AIM Fr Pa) : Lt 2Una m)lM 


b) Un cilindru omogen de rază R este adus in stare de rotaţie cu turația n, în jurul axei 
sale şi așezat în unghiul dicdru drept ca în fisura 6.12. Cunoscind coeficienţii de frecare la lune- 
care ua, Să se aile cite ture efectuează cilindrul pînă la oprire, 

Rezolvare, N; — mg + Fe = 0: N —Fn=0 Is = — nr Fph cu condiţiile 
Fh = iN Fa = us Nu. Rezolvind sistemul, găsim: 


1 Free i 
ie Eta) 9 La 
1 -- paţte IRI 2 
și atunci 
pa 2 2F00 ot aţa zh 
25 ul + us) 29 


c) Mielu I torţelor de trec are dintr-un lagăr este pr oporiigniii cu ctg unghiulară i 
Myo. Știind că sub acțiunea unui..mement..inotor (a tiv) A = 1,00 KN em, rotorul cu mmo= 
mentul de inerție I = 20,0 ka-m, pg turațiă” Timită(înd5: îină) 2, = 1200 rot/min, să se 
afle după cit timp rotorul atinge 90% din această turație și cîte rotații face în acest timp. 


. . «d . . ş Lă 
Rezolvare, Je = M — My sau pe = M — ha. Cind se atinge turaţia limită, o=U 
d! 
sau Î? = A, = oa deci ke = Afiou. 


Ilo A (5) J coda 


== di SAU <——— =0l şi m = dt = 40 
N — hu Al —co [5 M 1 — ol 


Fig. GL Fig. 0.12 


de unde. integrind cele două ecuații (cu c inițial nul) + 
I 1 pi E! 
i = — on ———— = 11,5 s:0 = 23N = a ou ( asta PO % = 
i + 1 — 0/60 Mo „7 Oi 
g i Î Ă ilie 
= 09 ( —— 3) N = Ho ( _— a= 150 rot, 
R M 


_6.11.2. CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 


Dacă My =0,-din (6.71) rezultă conservarea momentului cinetic in 
raport cu axa de rotație: di 


AM. G — Jy = Io = const. | ri (0.73 


Conservarea momentului cinetic Je se demonstrează uşor cu ajuiorul 
scaunului (taburetului) lui Jukovski — o plattormă orizontală rotativă pe 
rulmenti. Un om,avînd greutăţi în miini se rotește împreună cu platforma. 
"Depărtind lateral mîinile, creşte 7 și deci seade w. Invers, apropiind miinile 
de corp, scade J şi crește w (fig. 6.13). Ma 
| Într-o altă experiență, un om, initial în repaus, 1ine în mînă o roată 
(Prandtl) cu axă verticală (Lig. 6.13). Punind-o în mişcare de rotație, plat- 
forma cu omul se va roti în sens invers, pentru că momentul cinetic total 
este nul. ae 


Dacă omul, iniţial în repaus, primește o roată în rotaţie cu axă verticală 
şi apoi întoarce axa ci cu 180%, el se va roti în sens opus, şi întorcînd roata 
înapoi cu 180%, el se va opri și poate restitui roata. | 

Ca ordin de mărime, momentul de inerție al unui om față de axa sa lon- 
gitudinală (verticală) în: poziţiile: drept — 1,2 kg-m?, ghemuit — 2,3 kg-m?, 

„ peun picior cu bralele depărtate. 
şi celălalt picior depărtat — 
8 kg:m?. În jurul axei centrale 
sagitale (stînd drept) — 17 lkg-m?. 


Legile: mișcării de rotalie ex- 
plică tuncţionarea volanților. Vo- 
lantul este o roată (disc) cu mo- 
ment de inerție mare, care posedă 
deci un moment cinetic mare Şi 
o energic cinetică de rolalie mare. 
Volanul serveşte pentru unilor- 

. mizarea mișcării de rotație a ma- 
ii 6.13 î- sinilor. În-adevăr, la maşinile cu 
explozie lorţele dezvoltate nu 
sint constante și nu eleetucaziăi uniform lucru mecanic, de aceea mișcarea 
pistonului n-ar da o mișcare de rotaţie uniformă. Fixînd pe arborele motor 
un volant, acesta joacă rolul unui „rezervor“ de energie cinetică care com- 
pensează variațiile lucrului mecanic produs de motor, astiel încît variațiile 
turaţiei vor îi mici (fiind invers proporţionale cu momentul de inerție aj! 
volantului). Rolul volantului poate îi îndeplinit şi 'de rotoarele turbinelor 
sau ale uiti Ela electrice. 


că A ANALOGIA DINTRE TRANSLAȚIE ȘI ROTAȚIE 


Între mișcarea ile viii şi mișcarea de. oaie: există o analogie. ilus- 
trată ir tabelul de mai jos, 


Mișcarea de isa stuf | Mișcarea de rnataţie 
E . E i b : 
s, [in] d Ai „0, [rad] 
ov = s [m/s] | o =, [raa/s] 
d, [m/s], aia, Becliee aiugi le a că pri [rad/s] 
e a [A =, "fig | “i = o =: 0, [rad /s2] 
a Pe [m/s]: a pe pe d e = 6 1 du săi 
m, kg) Ze [lg ud, ai 
TE, [N] S N: a E e Și EVA [Nm] 
Ip [NI Eger Aa pe Mu [N m) 
:p = = mo, [sg “m/s. za i ae fa [I-a] 
atu af: E mat md a aut ti 
pin sa | e e di 
| de: zica sui E coupe 
pa Fi = ma, FIRE 1 St Pau iaca Să Ei sas .., Ala = Ie: îi i agil 9 E A PA id) i 
FE e ae A dea emeala. data Nu dea 
Ep eo, [I] € BR, — 10, (] 
ED Pasa ; ÎI dă e MR 
a Poat [3 PA are = Xitaal, [a] 


P= E, N] P= Îi. [N] 


„6. 12. PENDULUL DE, TORSIUNE . 


+) 


Un fir fe bar 3) elastic, verlical, răsucit cu sili unui tepi de lorţe 
și lăsat liber va efectua oscilaţii de lorsiune (fig. 6.14). Pentru unghiuri mici 
de răsucire momentul forțelor elastice A “este proporţional cu unghiul de 


răsucire 0 (în radiani): 
ÎI rai e AD) 
unde C este constanla de lorsiune a 
lirului, avînd dimensiunile : 
[C] = [AT] = LNT = 
(6.75) - 
= N-m sau N-mirad în SI. 
Relaţia (6.74) este al unghiular i 
al 'cazului liniar F a. Semnul -: 
minus din (6,74) il că momentul 
elastic AI dezvoliaL de firul răsucit | 
este':opus creşterii unghiului de răsu- 
cire 0. Ecualia (0.72) dă 
Poni pân IA 20 + CO =0, E 1. E, 7 Ma-C8. 
i sia ABB i DIR UE 


(și 
up 0 = 0 sau Ei 0 :0 — => 0, 
RE: 
adică cunoscuta ecuație a oscilatorului armonic, de unde perioada oscilaţiilor 


de torsiune (a nu se contiunda = viteza unghiulară cu c-de mai sus == frec- 
vența unghiulară a oscilaţiilor) : - 


A Lă ai 7 erp La m Lorimi 
0 = „+T=2x V =, lanaleg lui :7.=2zr | 6.77) 
3 | | a |) 


„Pendulul de torsiune este folosit, de exemplu, la determinarea. experi- 
mentătă. a momentelor de inerție, a, constantei gravitaționale Univ evsale etc, 


a. |. sf - z Si Eat .. . a a AC A PR N: “. la AL ua 
2 3 IE L 2» . : d ră 


Add pe 6 zi "sis: “PENDULUL FIZIC Aa ăi a 


sti arii sii. cure poate ceatia. în ial” unei qae orizontale fixe de 
suspensie, sub acțiunea greutății sale, constituie un pendul fizice (Lig. 6.15). 
Se neglijează forţele de :frecare,: Ecuația (6.72) dă (R, =- distanţa centrului 
de greulute G pînă la axa de suspensie 0): : 


| 15 == M = —mghe sin 0; N, . (6. 78) 


(momentul AI este de s semn opus unghiului 0). Pentru unghiuri mici (0. < 1 rad 
sau '0 6%), sin 0 0 în rad și (6. 78). devine : ice tă 


Ş i mglte 9 SI) | „nah d. 


(6.79) 


de unde perioada oscilaţiilor mici : 


m aa coate i e. (630) 
m e PO TErE 1 20 Doi 8) N: A A la - O i N - 


unde I este momentul de'inerție fuță de axa. de suspensie: O, iar 1, — lungimea 
redusă a pendulului fizic, adică "MUEIiutea, unui pentu! i (OAIE SRI) 
sincron cu cel fizic.. E e 


Legea jzăatua tatuat nici dn ostilajii că 
“Oscilaţiile mici sînt izocrone, adică perioadă: lor nu. 
depinde de amplitudinea unghiulară. 

Conform teoremei. lui Steiner, 


IS m, (6:80) 
de aceea 9 RARA DPI e 
2 
l = do + m Bg = 9 -p Ia ="R o, Ry > ho 
mhs.. mho 
RR dm. e e: (6.82) 


Dacă schimbăm,axa de suspensie. din 0. în 0! 
(fig. 6.15), perioada. nu sc schimbă, (0, Se nu- 
meşte centrul :de oscilație) : 


za ot 2 Da see po m Ro a, iai ai Ri e Ma a că (633) 
i i gm.Ro PD 

Pendulul: reversibil (M. R. Prony 1792, HI. ISater” 1817) este tun nendul 
pentru care stabilim experimental poziţia "axelor O, O' asttel ca perioadele 
să fie egale. Atunci distanța dintre aceste axe va fi lungimea redusă [, și cu 
(6.80) putem calcula pe 9 =A4x%7,/1*, (= DO | 


6.14. AXELE LIBERE (SPONTANE) ŞI AXELE. 
PERMANENTE DE ROTAȚIE il 


“ae. “dă, AXELE LIBERE 


Teoria arată și: experienţa contiriaă că atunci cind" un cor p câte! dbligat 
să se rotească în juriul! unei! axe fixe: diferite de'o ază principală” centrală” “de 
inerție, corpul reacţionează asupra axei şi lagărelor cu îorțe de reacțiune 
care depind în general de.pătratul vitezei unghiulare ce și de acceleraţia 
unghiulară e = o, putînd deforma sau chiar rupe axul la turaţii mari. Astfel, 
un disc fixat. excentric sau înclinat Id 0aid: aXl şi Apasă e piea lagărelor 
(î:g. 6.10). pi o «Aha să 

1 În adevăr, forţa rezulta nLă, contor n) i 26) (sali pei iaxa de rotaţie): 


„i Fă = Mom. z- m? x Fatal A, mo x (o x Ta) (6. 84) 
va fi nulă dacii axa este centrală, adică | CM sc află pe axa, de, rotație, căci 


atunci Pi | a o ]) =; altfel forţa. Vă, depinde de pătratul. Nitezei unghiulare, ra) 
şi de neuniformitatea rotației (de < =). e 


ste 
Alegînd ca mai înainte axa 02 de-a lungul axei de rotație w, expre- 
sia (6. 84) devine analitic : 


, Ti atare pi 
ci: i 8 


= == mi(— ion — ti “2em) zi nij(ezem.— w ea) (6.85) 


. 


şi dacă CM este pe axa.de rotaţie (ic == Vom, = 0); Torța se anulează. 


ră 


sara Fig. 616 


La fel, momentul rezultant, contor m. lui (6.38): | 


za d >: 
/| 


E. Riu a Fi i uz to ata at iNES Ge, ezigi A Pe E 
M =] =îie+oxdJ=leto x (lo) (6.86) 
va fi paralel cu axa de.rotaţie dacă aceasta: este principală, căci atunci o X 


5 să rara — = > a =: — 3 _ E : is iar: Sp 

XI =0U |lo) şi Îc se reduce la Je, paralel cu we ; altiel, axa va fi supusă 

la un. moment M__ care îndoaie axa. | î : 
Analitic, ecuaţia (6.86) devine: . i îti dia 


AI =ÂUaze — Lua?) Cat -k Laza?) + kIaze, (6.87) 


și dacă Oz.este axă principală (atunci Ies = i ue 05: atunci componentele 


. . au Aa ce dă : , sh > 4 = 
transversale ale momentului se anulează (AI = My =0) şi AM va îi Is, 


parâlel cii axa de rotaţie (cu w). 


De accea, pentru ca. axa de rotaţie să nu fie supusă la, eforturi, trebuie 
ca forțele de inerție centrifuge cu care corpul reacționează asupra axei să 
se echilibreze reciproc (să dea rezultantă nulă și moment rezultant paralel 
cu axa), ceea ce reprezintă toemai condiţia ca axa de rotație să fie ază prin- 
cipală centrală de inerție (fapt remarcat încă de Euler). Pentru aceasta pie- 
sele în rotaţie (volanţii, roţile, turbinele) trebuie bine: centrate şi echilibrate. 

Dacă în experienţele din figura;6:16; axa de rotaţie a corpului este: o axă 
principală. centrală de inerție, atunci lagărul superior poale fi îndepărtat şi 
corpul se va roti liber în jurul axei sale verticale (ca un Litirez). În acest caz, 
forțele din lagărul inferior dau My =0 și deci J = Iw păstrează direcţie 
neschimbată. | sn 0 Bz A ae II NR > «di SE 

Dacă unui rigid nesupus la nici o forță exterioară i se imprimă o rotație 
în jurul unei axe principale centrale de inerție, el oa.conlinua la nesfirșil să se 
rolească uniform în jurul acestei axe (analogul unghiuila: al legii inerției privind 
iranslația CM, $ 4.5). | i 

îm adevăr, dacă de exemplu, o = gs Oua =.0, atunci 


— 


(Si ga (o) — ÎI 20 = Io = const, (6.88) 
€ .. Ş 3 


de unde 

a că o =const. . 
Nxele principale centrale de inerție se mai nuniesc de aceea și axe libere (spon- 
(ane) de:rotaţie... aid, 1 a E IRI, nt unu A ge i: 


Pe ivi 


6.14.2. STABILITATEA ROTAȚIEI 


Rotaţia este sfabilă în jurul axei libere de moment de inerție exlrema? 
(maxim sau minim) și este instabilă în jurul axei libere de moment de inerție 
intermediar. Astfel, dacă rotim printr-un fir o bară ușoară. suspendată 


(fig. 6.17), forţele centrifuge F,, vor stabili pină la urmă o rotaţie stabilă . 


în jurul axei transversale. Tot asttel se întimplă cu un disc (sau inel) de car- 
ton sau cu un lănțișor ușor (cu capetele legale între ele). Dacă încercăm să. 
perturbăm mișcarea, corpul revine la rotația sa stabilă. 


lxperiențe și mai simple se fac cu o farturioară sau cu o monedă, Ele 
se pot. roti liber şi stabil pe o masă în jurul unui diametru vertical, Dacă 
însă farlurioara este ovală sau moneda-teşită la Lorma ovală, pulem să le 
imprimăm o rotaţie liberă stabilă în jurul diametrului lung, dar nu În jurul 
te scurt, deşi momentul ..de inerție 'în jurul: diametrului scurt esle mai 
nare decit în jurul celui lung (dar mai mic decit în jurul axei perpendiculare 


i Fig. 6.17 : 


pe plaiul discului). Taviiloaliat: 0Y ctăiana saui nzionadă ov cală i în cel” mai bun caz 
se va ridica şi se va roti în jurul diametrului lung, 


În stirşit, putem âruica în aer o cutie paralelipipedică (de | țigări, de chi- 
brituri etc.) imprim îndu- i o rotație liberă. stabilă în jurul unei axe perpen- 
diculare pe faţa de arie maximă sau minimă, nu însă de arie intermediară 
(momentul de inerție respectiv va fi maxim, minim sau intermediar). 


614.3. LEGEA INERȚIEI. 


Dacă un rig d este izolat LR a tă al = 0), atunci momentul său. cinetic 


— 


J şi energia sa cineticii e S0 conserv ă. Cum în acest cuz CM se mişcă recti- 


> 


jiniu uniform (FE = 0), rezultă că „ momentul cinetic orbital se conservă : 
=> 


APE Pa MPe i =— const și energia cinelică _de translație se, conservă : 


n PP a, 


Dle = Z INVe m = const. Atunci și momentul cinelic propriu -S se conservă, 


Li 


.. ard ip . . . «. VI . “ . 9) ni 
deoarece I =, + $, şi energia cinelică proprie de rotație se conservă Leo = 
la 


= — So, Gagatate Ea = Eta Error. 


Din conservared lui Ei nu rezullă în 2 gener al conservarea veelor ului o, deoa- 


rece s nu “este” în “general. paralel: cu o. 


Conservarea rolațier: uniforme are toldeauna loc pentru titirezul sfe- 
ric (0.53): se 


FA = Le, = e LR A S = Io = const — ae const, ati 


a 


— 
precuin și în cazurile (6. 53, 6.88)... În general însă; vectorul w se schimbă 
— 
față de S = const, dar astfel -încit 


+ p, 1 sp i | o | Li 
e Ip = So = const, (S =consl). :.. ..: (6.90) 
Dăcă un rigid este. izolat, “alunci centrul 'său de măsă (CM) ese în repaus 
sau în mişcare rectilinie uniformă, și în același timp rigidul se poate roti la 
nesfirșil uniform în jurul unei axe principale centrale 'de inerție. 


sila AXE PERMANENTE 


În stirşit, se poate arăta că,.dacă unui corp mobil în jurul: unui. punct 
fix şi supus la iorţe.externe lreciînd prin acel punct, i se imprimă, O mişcare 
de rotaţie în jurul unei axe principale de inerţic trecînd prin. : acel punct fix, 
el va continua să se rotească uniform în jurul acestei axe. Te aceea axele 
principale de inerție se mai numesc și axe: permanente de rotaţie.. După cum 
am văzut, axele permanente de rotație treci păi centrul de musă se numesc 
axe fibere, de rotație. pif 


6.15. GIROSCOPUL 


„Giroscopul este un corp care e[ecluează o mișcare de rotație (cu turație mare) 
în jurul unei “axe de simelrie libere (principale centrale), de moment de inerție 
mazim. EL tinde să păstreze neschimbată în spaţiu direcţia axei sale de rotație 
şi este cu atît mai stabil cu cît viteza unghiulară este mai mare și cu cît-mo- 
mentul de inerție. faţă de axa de rotaţie este mai mare, Giroscopul. a lost 
inventat de Foucault în 1852 (cu scopul de a dovedi rotăţia Pămîntului). 


6.15.1. TEORIA ELEMENTARĂ 


Giroscopul în suspensie cardanică își păstrează axa neschimbată în spațiu 
oricum am roti suportul (fig. 6.18). În adevăr, nefiind supus la nici un momeni 
ai torţelor exterioare, datorită Sispeasisă cardanice, momentul. cinetic al giro- 
scopului se, conservă 


—> 


S PE pă m CONS o=const, i it i (6.20 


PA E NOIR O, 0 


Fig. 618 .. pă e a 0 Pie 649 


Dacă -aplicăm giroscopului. un. moment. Mi perpendicular pe axa sa de 
rotație, cl se va roţi. în jurul celei de-a ireia axe (fig. 6.19). .. 
În adevăr (consideri ăm CM în repaus. în originea SL, atunci SCAL coincide 
cu SL): 
= ra — — Ș 


— 
şi consider înd că aj rămîne: practic egal cu. To rezultă că axa de rotaţie «w(ini- 


țial paralelă cu 0) se vă, roti în jurul lui Oz, momentul AI A mina dupi:04. De 


aici rezultă regula : i să 
 Giroscopul tinde să aşeze aza sa. de rolele e puii cu aaa rotații fr 


fate (impuse) M, pe n 0 aa 3 | 
Notind cu O viteza unghiulară în jurul axei Oz, avem! '"(considerind că 


O <& o, astlel ca a a Ia) : 


de = Dă, di 43:30 di, ÎI = s Jai, 
ar. = 9xJ=M, de di Să 19) sg fe X ol. „4 (008) 


€ 


Invers, dacă axa  giroscopului ca (iniţial paralelă cu 04). este: rotită în sei 
axei Oz cu viteza CI ea va exercita asupra lagărelor forţe de veacţiune (forțe 
giroscopice) cu momentul | 
i, — 
M == Sl — 92 x 
antiparalel axei Oy (efect giroscopic). ici 


.—p : 
4) 


ARE (6.94) 


6.15. 2, TITIREZUL 


Fie un giroscop cu vaii de sprijin fix, în cîmpul gravitației terestru 
(titirezul sau stirleaza) (Lig. 6.20). Momentul cuplului forinăt de forța de greu- 


- — = . 
tate mg și reacţiunea normală A.=— —.mg, anume A = mgisin &, este tot 


Pee Pi E pi PO O N N PI N, a a ae m pi ri 
— . . .— Li 


timpul perpendicular pe planul ( (o, 9), 
de aceca şi capătul vectorului Î la 
se deplasează î în acelaşi sens cu M, deci | 
axa de rotație: “> deserie un con cu 
axă verticală : 
PE Sr | 
Mal = 9J = 0x Ja, jJ|= 
= OJ sin e = M = mg sin «, 


TI 008 (6.95) 


Titirezul efectuează: o mișeare de pre-. 
— 
cesie ("în jurul vertiealei, în același Fig. 620 
E: . 6, 


sens cu rotația proprie o... 


same me Se Pe gti d APLICAȚII: * 


Giroscopul are mai multe aplicaţii tehnice. Proprietatea giroscopului de 
a:și “păstra fixă: direcția axci sale este folosită pentru: stabilizarea direcţiei 
de zbor a torpilelor s sau rachetelor : un giroscop în suspensie stă dead acio- 
ncază asupra dispozitivului de direcție al torpilei (sau rachetei)... 

- De asemenea, datorită unor ghinturi în ţeava tunului; proiectilele capătă 
o rotalie proprie rapidă care le stabilizează. direcţia. axei. În navigalia mari- 
timă şi aeriană se folosește busola giroscopică (compas giroscopic) în care axa 
giroscopului arată mereu direcția Sud-Nord. ; 

Giroscoape mari sînt folosite pentru atenuarea balansului vapoarelor 
datorită valurilor (stabilizatoare. giroscopiece).: | ui a pă 

Efectele, giroseopice pot îi și dăunătoare. Astlel, la virajul vapoarelor 
sau avioanelor, axa longitudinală a turbinelor va “exercita presiuni NEA 
lagăreloi, producînd oscilaţii 'san chiar distrugerea rulmenţilor. it 


e game e o e m —XSoare 


Fig. 6.21 


Iasi 


râzi i reziliat velo de atracţiă solată | nu trece prin centrul Pămiîn- 
tului, ci dă un moment ca în figura 6:21, care face ca axa Pămiatălui să 
execule o mișcare de precesie, descriind un con, cu o: perioadă de 2 25 800 
ani. Datorită influenţei Lunii, polul ceresc descrie de-a lungul cîrei mferinţei 
de precosie o curbă asemănătoare sinusoidei.. Această mişcare se „numește 
nutațit, și are o perioadă de x 19 ani. 


"6.16. MIŞCAREA PLAN-PARALELĂ 


6.16.1. MIŞCAREA ÎN PARIA 


În cazul mişcării rigidului în spaţiu aplicăm ecuațiile (6.49) pentru miş- 
carea de translație în SL: 


is te 


3, Baterie . E Site 


ză = mie ride me X AI + mo. X (9 X.Pem). .:. O. (6.96) 


şi ecualia (6.45) Mo =Îoe -.o x S în SCM. Această :din urmă. ecuaţie se 
poale scrie pe. componente față .de:-un SC. propriu ca: originea în GM, dar cu 
vectorii o și e catculaţi în E Bla ii SON ut ae ear e Pta că 


. 


, 


x HA =Viio ăla) SA (6.97) 


unde Î” este matrice ca momentelor de incr ție său eri didului fâţă de un SC propriu 


> — 
cu ori ginca în CM al rigidului (Î' = const), a. Și e = sînt viteza şi acceleraţia 


unghiulare ale rigidului faţă de SL sau SCM Şi. rd „este momentul rezultant 
al forţelor faţă de CM. | 


6.16.2. AXA DE ROTAŢIE FIXĂ 


În cazul mişcării plan-paralele axa de rotaţie este perpendiculară pe 
pianul mișcării. Să consider: răm mai întîi axa de rotație fiză şi să alegem ca de 


obicei axa Oz paralelă cu o (perpendiculară ă pe. planul mişcării), Liste comod 
să scriem ecuaţiile vectoriale pe componente faţă. de un SC propriu cu originea O" 
în CM. Alegem axa 0'z' paralelă cu Oz, i iar axa 0'x'-asttel ca să treacă prin O 


(fig. 6.22), 00' = Rem. Atunci pi şi e nu au decit componente pe 0z(0'2): 


Oe = SO, =, =. (6.98). 


i ti 3 PNDR SURE MIN SE ON MI Ja E MIN A 0 ae OS 
Aa RES 9 0 "SAR d INI) mata IE, ii = , 


La 


Ecuația mișcării de translație a CAL (6.96) devine: 


F = ma X Rem — mo? “Rem hate 2, E, 0); 


(6.99) 
E a ani E + să, ig 8 =— 
ct 
Ecualia mișcării de rotaţie (6.97) devine: 
e, Sp 20 A eta ap : e eg ; =; N i n 
M' =VYVs+row X (Î'0) = (az — pp? ge - az”, za0). (0.100) 


[Planul 'mistării 


Z 
Fig. 6.22 
iai InCINOC online Și DA te e paralelă cu E: 
ii se lată de, 0), M, i p- PE n. (6.101) 


restul fiind perpendicular pe E: 


pi, [i Va 2 : 
AI sa (Ie, dat, It) 
„Prin urmare, sistemul! de forțe aplicate rigidului se reduce la rezultanta 
E 


E 6. 99) aplicată în CAM plus cuplul Mr (6.100) sau Ja rezultanta F de-a tungul 
axei centrale, aplicată de exemplu în centrul de oscilație pd prin coordo- 
natele : | 


i = (i m Rem OD MR e 6.102) 

plus, cuplul longitudinal (6. 101). | a IE teii ai 

Dacă Ii = 0: for țele se :reduc. numai. la rezullanita. F 6. %) aplicată 
în centrul ep «oscilație 46. 102) situat. la distanţa -. Dea e se 

iu dl din iale. Re a = Rem RR Jin Rem = Iele _ = (6.103) 


faţă ie, axa 0: („lungimea redusă“ d, 


Pe direcția axei de rotație: ecuaţia (6.100): dă... „dl mu dea d 
Ma = = Iaete SE în (6.104) 


adică, tati razi blănt. în raport cu axa Genial de rotație, AT; este egal 
cu momentul de inerție în rUpOzt cu apeastă ate, Ii, înmulțil cu accelerația 
unghiulară e. E E, 


6.16.3. MIŞCAREA PLAN-PARALELĂ 

— —_ i 
Mişcarea se descompune în mișcarea de translație : I = mom Și mișcarea 
dc rotaţie în jurul unei axe centrale (care Lrece prin CM), perpendiculare pe 
planut mișcării : (6.100), care dă în particular ecuaţia (6.104) (alegem planul 
mișcării trecînd prin CM). La aceste ecuaţii se adaugă de obicei condiţii 
suplimentare, fie restricții pentru mișcare, de exemplu condiția: de nealu- 

mecare la rostogoliri, fie condiţii pentru forţele de frecare la lunecare. 
Observăm că ecuaţia rotației (6.104) se poate serie şi faţă de acel punct Pe 
din planul mişcării ia cărui acceleraţie (ia este zero (centrul acceleraţiilor W) 

sau este i me spre sta (trece prin CAŢ) : | | | 


| Mae pe (6.104) 
În adevăr, vesa catadop ea condiţia (he = P COE a SRL 
Mei Ma — (e x Taz = Izze = (Ip — in Re = 
Ri x = mRE dar P — Mda = m(as: 3 e x IZĂ jo: R), 
de unde rezultă condiţia * 


„d x d ia 


Esprimiîndu-l pe de (prin dom); etciltăi că „pun: tul 2 trebuie să fia pe 
— 
marmala din CM la tem (sau la F = Man) : 


sh aa Pa A îecas  deiaae eieaa îsută ca dem = el. 


de unde SA DR a 
= Ro = eX ami: Ro E emis, 7 îi ti (6.105) 
gis Ali Be fug n i ie ua a 0 a A ii “ana Eeapi e Sia A 


Cazul practic imporiant este acela cînd aka 0'z este centrala! pirincipală, 
atunci ecuaţia (6,100) se reduce doar la (6. 104) (Ii, — Ig = 0) sau respectiv 
la (6.104). Așa se întîmplă, de exemplu, în cazul rostogolirii corpurilor ro- 
tunde omogene în jurul unei axe principale centrale. 


Deoarece centrul vitezelor C are totdeauna - acceleraţia perpehăiculară 
pe tangenta comună a 'centroidelor, atunci dacă:CM sc atlă pe normala în' C la 
această tangentă comună, ca în: cazul obișnuit al 'tostogolirii; corpurilor omo- 
gene rotunde (cilindri sau stere), putem serie ecuaţia (6. 104”) faţă de centrut 


vitezelor C (acesta coincide cu “punctul! de contaot în cazul nealunecării 
dem = E Ro ctc.). | n iai a Dee rege E 090 ee Page MIR E a 


Li i 


-“Edemple. a) Peste un scripete de 'masă 'm, moment: de inerlic ] și rază R sint întășu- 
xate simetric în sensuri opuse două fire, unul fiind fir de suspensie, jar aetaluit ainu atirnat la. 
capăt un corp de masă M ca in figura 6.23. Să se afle acceleraţia: „te 
CM a scripetelui și tensiunile din fire, » 

Rezolvare. Mg — Tș = Ma',a' = one, mg + 7, — 7, = = ma, 
a=ER, Ve=mgR+ 7, 9R, unde /'=1+mlt 
Corpul AÎ7 nu poate a avea o AC EPIOTIIIR a' > 9. Calculăm Ti3 


M | 4M i 
r, = (Im: — 1), mac C = 14 Pi + 


in mR2 


Dacă 7, > 0, adică > mea! ă 9)Eobţineni 1 
2 atit ve AAOE, sa Bf + , 
d mrd ca i pe E). p, = MII 4 flat] 
pp m Î C |: Rm: A 
vacii i < mRă, trebuie pus 7 rs a: aid t= 9) și atunci otuinţie stnb 
Die = ma, .Ie = ie a:= en 


a e ce 


de unde, . 


a a T = Bl 7 (Pa=0) Fig, 6.23 


») Pe o masă orizontală se află un mosor de aşa de masă m, raze r, R. moment de inerție I 
și coeficient de frecare la Junecare. ț.. De capătul firului se trage-cu o forță F care face. 
unghiul « cu orizontala (fig. 6.24). Să se calculeze accelerația CM. 


Rezolvare. Mosorul:se poate-rostogoli într-un sens sau altul după cum suportul, iorţei F 
trece de o parte sau de alta a punctului de contact C. 


Pcosa —F,= ma; Fsina + N — mg =0; FR -Fr= e. 


AF 


a Fig 6.24, 


În cazul rostogolirii fără lunecare, a =  eR, și obținem : 


F  cosa — AR p I cosu + ră 


CI e 


m OR 1 ++ MR: 


Goudiţia de nealunecare este evident F, < cip = Mad — ii beu Mosorul se va NapolE 


spre noi (a > 0) dacă cosa > rr. e Eh e e e PR af i 
În cazul tunecării Fp= = uN (şi az eR) şi scuajiiia Sat Ap oa pes 


F cosa — uN = ma, F sin a x + A = = mg = 20, uNR — Fr: = de 


de unde - 


Ia 


i AI ci E vi CPR . 
a = —(coso + usinc) — 47, 
m 4 


= LR (mg — F Sina) — Fr]], 


Eta 


În “sens invers (înapoi) (e < 0). 


„„.€) O tijă omogenă. țde lungime [și masă m este prinsă 
la un capăt printr- o articulaţie de o axă verticală, într-o 
poziţie înclinată de unghi e, celălalt capăt al-tijei fiind legat 


Rezolvare. Putem aplica formulele stabilite pentru rotația 
Fig. 0.25 în jurul axei IRA dir uneori se apti direct ri 


[i -Și dm = Mea și A si fix x a Lua ă (6 100) 


Si aplicăm ultima ecuație faţă: de articulaţie (articulația ideală nu dă moinent) :- - 


je că 
AID E pi ri PE ea A EI Re e 
mg —sin 4 + Ticos e = su acas e A dr = — Sin a cos «a mt, 
2 3 
0 
«e unde 
vii 2 ti Nu 
7= ol sin a — gts ă ; 
A ”) 3 - Se 
Deoarece trebuie ca Fii > 0 (alte! tija se apropie” de axă), „poziţia bin figură este posibilă 
3 (4 1 3 ! i 
Dentru o ——— Si. 


2 1 cosa 


licuaţia Î = mas dă (fig. 6.25) pe componente: 


h — 7T=— m-—Î-sin eat, Ry, —mg=0, 
2 ; 
de unde 
mfl 
R, = miti x le sina + gtga |. R, = mg. 
i (a 
i pula Si e, 3 i (E Moti pia eine a ae Met 
Pentru o = 0 RL demne: [= Si i mg tg & 


Studiaţi cazul o<o,.:. 


- Pentru u: —, 0 mosorul lunecă spre noi (a > 0), ui iad 


printr-un fir orizontal de axă (fig. 6.25). Să se caiculeze forţa | 


de reacțiune R din articulaţie și tensiunea din fir, cînd tija se 
roteşte cu viteza unghiulară o = const. în jurul axei verticale, - 


> - - .. 
Obsezva[ic. Rezultanta forţelor aplicate F = a dm = Meu şi momentul forțelor uplicate 
- 


-j E. a 
A = ( x a dm pot fi reduse numai la rezultanta E dar aplicată în cenlrul de oscilație O" situat, 


” 


la distanța Ro» = ——1 de la articulaţie. În adevăr, 
IE 
s-a AR IER 4 
„ F-Reocosa == AI sau m — sin 4 *692-Rep COS 4 = — Sin acas anl”, 
2 pa 3 


2 
de unde Ru = aa Î. 


4) Un punct O al unei plăci plane, care se mişcă în planul său așezat orizontal, este Ja un 
moment dat fixat. Înainte de fixare viteza punctului O era v, şi viteza unghiulară 0. Să se 
afle viteza unghiulară a plăcii imediat după fixarea punctului O, cunoscind raza de g'rație Ii 


a plăcii faţă de CM, distanța Ro dintre O şi CM, şi unghiul a dintre 2 şi O-— CAI (fig, 6.26). 
Rezolvare. Aplicăm ecuaţiile (4.40): 


d = mAo și R = A& (faţă de CM), | (6.107) 
unde în cazul nostru al ciocnirilor : 


ae i ai i 
Wei Silla, i (6.108) 
s 
Înainte de fixare luăm pe O drept polt 
23, E > — 
| Vom = Vot 00 X do 
şi“ după fixare: IE II 
Vom = 0 X Ro 
Cele două ecuaţii dau 
= —- - -> — = 
JĂ = MAvem = M(0 — 000) X Jo — Ido 
- = = = — — 
N = — Rx HA = bo = Ido — 0). 


Faţă de SC ales, avem pe componente: 


- Ha = — MDg cos Hy = MR — 000) — Mda Sin 4 


E, = — BR Ile — o) 4 = = du 


de unde rezultă t 
O pp, rare ÎN 
RA R.. e) 
e) Două roți dințate de raze Rs, momente de incrție Ie şi turaţii n, avind axele de 


rotaţie paralele, sînt ja un moment dat cuplate, ca în figura 6,27. Să se calculeze turaţiile după 
cuplare și cantitatea de căldură degajată. 


vR, sin a “i ; 
au (2, = — mooSinu 


Rezolvare. Aplicăm ecuația K = AJ, în cazul nostru E — IA, separat pentru fiecare 
roaLă (considerăm n, « pozitive în sens trigonometric): 


— HR, = Io — 0), — NR, = Ies — cor) 
și condiția de cuplare: 
îi oh = — ozR» 
de unde rezultă ; | | | 


PR Piu NR 
ni = — Ra, 0 = RA, unde A E E, 


LR LR 
1 4 , 
e = TE Ii + — Iei — — Ioa? — —- Jeozt = 
1 ia pi 
and si a (of + oh. 
2 +1 


PROBLEME 


6,1. Să se demoustreze formulele de mai jos pentru momentele de inerție faţă de un SG 
central cu axa 0z = Ox, şi cu axele Oxy rotite cu unghiul a faţă de axele principale centrale 
Ox, (fig. 6.28): 


Fig. 6.28 


a pet i Icos2a + Î,sin?e, Iyy = I, Sin? i, In OS? 0, ÎI =]; ae) 
12 = (e — Idsinacosa, Ip. =0, 1 4,=0. (6.109) 


6.2, O placă subțire omogenă dreptunghiulară so rotește în jurul unei laturi ale sale așe- 
zate vertical. Fiecare element de suprafață al plăcii întimpină din partea acrului o forţă de 
rezistenţă proporţională cu aria elementului și cu pătratul vitezei sale. Cunoscind turația inițială 
n = 10,0 rot/s a plăcii și timpul 7 = 1,00 s după care această turație se reduce la juinătate, 
să sc calculeze numărul de țure efectuate de placă în timpul acesta 7... - 


N N= Mol In 00 = nn 2 = 6,9 rot. 
Ole .— i (2) 


[a 


———— ş 


6.3. O-tijă subţire omogenă de lungime [ și masă m se roteşte într-un plan orizontal în 


jurul unui capăt fix (fig. 6. 29). Să se atle rezultanta Fa forţelor aplicate tijel, în momentul cind 
viteza unghiulară a tijei este o şi acceleraţia unghiulară e. - 


1 ——— 
n, ns A mel Pa = mot FA min) ot Fe. 


PA 


aplicată în centrul de osciiaţie situat la distanţa Il de. capăt. 


6.4, O tijă subţire omogni se poate roti liber într-un plan vertical în jurul unei articulații 
care împarte tija în sezsinente de lungime a, d. Tija este rotită unilorm cu viteza unghiulară e 


Fig. 6.30 


în jurul unei axe verticale tracind prin articulaţie (fig. 6.30), Să se calculeze unghiul cu care 
deviază tija do la poziţia verticală. | 
3 a-b 
DN.  COS4 SPATE, til ati în af 
. 2o?2a2—a54+b 

6.3. Un disc subţire omogen de rază R şi inasă: m se rotește uniforin cu viteza urighiulară a 
An surul unei axe verticale centrale care face unghiul a cu normala la disc. Să sa caeialeze mo-= 
snentul cuplului 'rezultant al forţelor! exercitate de As, supra discului, 


n, [ŢI = ok cosx% n x i Pr — versorul normalei la disc. 


6.6. Un om de masi m se aftă pe un disc citata care se , poate roti liber in jurul axei 
„sale verticale fixe, avind momentul de inerție 1. Iniţial sistemul este în repaus, apoi omul. începe 
să meargă pe dise.cu viteza constantă u față de disc pe.o circumferință de razi R.-Să se ailea 
a) turația na discului; b) deplasarea unghiulară: 0, a omului faţă: de e pâraie lao tură com- 


pletă ps disc; c) forţa: F exercitată de oma aspra discului. 
3: 1 a 270 

R. a) ———— —— h) 0 =———— 

2R 1 + Time! Tobe mR2/1* 


î2e) conponenta verticală (i, = —m9, 


2 î 
„ar cea rasială F= [n INI SI 3. | 
SI de “( + RR DN ge A 


6,7, O.tijă subțire omogenă de lungime ! se poate roti liber în spaţiu în jurul unui capăt 
al său fixat intr-o articulaţie. Se aduce tija în poziţie orizontală și i se imprimă o viteză unghiu- 
Jară iniţială co în planul orizontal. Să se afle unghiul minim pe care-l [ace tija cu verticala în 


PI 


timpul mișcării. EA să 


R. Cos = 8271 — 5, unde b = 12/69. 


6.8. O tiji subţire omogenă și uniformă, sub formă de arc de cerc (derază R), este sus- 
pendată la mijloc pe un cui bătut în perete. Să se afle perioada IieiL05 il în planul vertical 
paralel cu perotele, 


E. P= a (independent de Jungimea arcului de cerc), 


6.9. O bară subţire omogenă și unifcamă de lungime ? este suspendată la distanța z de 
centrul barei peun cui bătut în perete. Care este perioada minimă a micilor oscilații în planul 
vertical paralel cu peretele ? 


Fa 


pentru 24= 
să 2V 3 


(raza de inerție). 


6.10, Să se arate că perioada oscilaţiilor unui pendul fizic nu se schimbă dacă în centrul 
de oscilație, se adaugi o masă punctiformă arbitrară. Să se afle la ce distanţă Ra de CAI al pen- 
duluiui de masă m şi moment de inerție central lo trebuie să treacă axa de rotație pentțru ca 
perioadă oscilaţiilor mici să fie minimă, 


NR, Ru = V Iom — raza de giraţid faţă de axa centrală "paralelă cu axa "de rotaţie. 


6,11, Peste un; scripete de masă m, moment de inerție I și rază R este întăşurat un fir, 
Un capăt al tirului este prins de tavan, iar celălait are atirnat un corp de masă A. Să se alle 
accelerația cu care coboară scrigetele şi tensiunile din fire. -. i 


i e IE 2 ae pupe e sa e 0 i 
7 — mh? Fi + mp? ia 


6.12. Peste un szripete ideal, care se roteşte în jurul axei sale-orizontale fixe, este trecut 
un fir. De un capăt al! firului este legat un corp de masă ni, iar celălalt capăt este înfăşurat 
pe un alt scripete «de aceeaşi masă m, de rază J şi de moment de inerție 7. a) Să se calculeze 
accelerația acestui din urnă, s ripete și tensiunea din fir. b) Cit devine această acceleraţie dacă 
corpul m de la celălalt capăt al firului se dezleagi și în „locul său se trage în jos cu o forță 
egilă cu greutatea corpului dozi legat (m9) ? 


îi 0 e sea E n ri ») a=0. 

d gi 21 ME, du mR Li 
6, 13, Un cilindru. omogen rigid de masă 7n = 2,0 kg șirază Jt = 4,9 cm, căruia îi se imprimă 
:0 turație n == 15,0 rot/s, este aşezat pe'o masă orizontală rigidă cu coeficientul de frecare la 
lunecare y, == 0,10 și lăsat liber, Să se afle ::a) după cit timp mişcarea cilindrului trece în rostogzo- 
lire tără lunecare ; h) cite rotații eiectucază cilindrul în acest timp ; e) cîtă căldură se „degajă 
in acest timp ; d) ce mișcare și ce ia n are cilindrul după acest timp, 


dan d ae d: 
n, a) = a ui = 1,57s; » N = Said i = 15,7rot ;4)'Q = 2 tree = ?lJ; 
9 Ă og . 


d) rostozaiire uniformă cu turația n” = nf3-=.5 rot/s. 


6.14, Pe un disc omogen de: masă m şi rază R 
este intăşurat un fir întins orizontal ca în figura 6.31: 
(firul nu freacă de masă), apui trecut peste un scripete 


idea! şi legat la capăt de un corp de masă MM. Să se 

calculeze : forţa de frecare, tensiunea din fir, accele- £- 

Fraţia discului (se dă coeficientul de frecarela lunecare pi). 
Ra) În cazul ncalunecării,, Racul va fi în repaus 
Sau rostogolire „unitor mă .Ș MN în „repaus. Asi 


LR 


te: 


a =0, T = Mg, Rei A, "> Mim: 


D) În cazul lunecării; | Fig, 6431 
sg Ed mica M — um siicnie 2 29, Mun sita 58 AM — um i 
ml 3Mlm o mM+-3M o RM+ 3M, RAĂ BM. 


6.13, Pe un plan înclinat de unghi « se rostovolește liber in jos ui corp. rotund omogen - 
(cilindru sau sferă) de masă m,.rază R și moment de inerție centrâl. 7. Să. se afle ; a) forţa de 
frecare şi coeficientul de frecare la lunecare.minim necesar-pentru ca.corpul să nu lunece, b) ac-. 
celerația CM ; e) acceteraţia unshiulară ; d) distanţa axei instantance de rotaţie pînă la CM. 


N. În cazul nealunecării : F, = RE d AR condiția de nealunecare : tg a<u(l+mR2/7). 
1 + mR2jl 
si E se ca Di e Îi 
1+I/mR2 


În cazul lunecării: Fp= umgcosa, a = (sina — ui, cos ici e = umg Rosal, R. = 
= ale = I(tsga — p)lumR. a 3 - 

6.16. Un corp rotund omogen (sferă, cilindru) de masă m, rază. R şi moment de inerție 7 
este aşezat, cu'coeticientul de [recare la luinecare pu, pe o scindură de masă m', aşezată la rindul 
ci pe o masă fixă cu cocticientul de frecare la lunecare yu. Scîndura este trasă orizontal cu o 
forță F asttel încît lunecă pe masă. Să se calculeze: a) forţa de frecare diutre corp şi scindură 
şi condiția de nealunecare a corpului pe scîndură ; D) acceleraţiile scîndurii și corpului ; e) acce= 
ieraţia unghiulară a corpului ; d) poziţia axci instantanee de rotaţie a corpului. 


2 e 4 m i 
DR, a) În cazul nealunecării, F/= ca ai (Le ăi Li »Fp<umg: 


A+ mRiDmlm 


n a Fm as FA + MRI); 0 e = FRI; 0). Re = ImR, 
Zi 


1 
În cazul lunecării: a) F.=umg; b)ha=uge 0 = — [F — p'(m + mg — umg]: 
m 


€) e =yumyRil; d) Re= IIMR, 


_- 6.17, Pe o masă orizontală este aşezată vertical o mm'că halteră 
formată din două bile mici identice, leşite printr-o tijă:subţire. de . 
masă neslijabilă, avînd distanţa ! între ele. Bilei superioare i se. 
imprimă la un moment dat, printr-o lovitură, o viteză iniţială 
orizontală ov (fig, 6.32). a) Cit trebuie să fie această viteză pentru 
<a bila inferioară să se desprindă imediat de masă ? b) Git trebuie 

si fie această viteză pentru ca bila infericară „să se Cesprindă imediat 
de masă şi haltera să cadă apri,pe.! masă în poziţie orizontală ? tă e DA au 


N. a) vo > V2lg; ») = yizs Vaig. 


Fig. 6.22 


6.18. Un om ţine în mină de un capăt o tijă subţire uniformă! de lungime 1. .La ce distanţă 
de mînă trebuie lovită tija pentru ca omul să nu Santi lovitura ? 


fe 
E 09 


NR, E — lungimea redusă .a pendulului. lizic îti denbură de oscilație). 


"6.19. O placă plană se atlă în repaus în pla nul orizontal, Raza de g sizație a plăcii în raport 
cu CAI “este R,. Se aplică plăcii un impuis orizontal cu braţul b faţă de CM. Să se afle poziția 
centrului gresii de rotaţie după lovire. Unde trebuie fixat, imegiat după aceasta, un punct. 

i taiăă 


[.. 


al plăcii pentru ca ca să-se oprească ? 
R. În centrul de oscilație o' situat la distanţa R2/b de CM a linia pepe: di Cules ă pe II. 
În O.care, rCCIpIOC, este: centrul de oscilație față de:0' (fig. 6.33). i 
v.20, O bară neuniformă de masă AM se poate roti liber în jurul unei articulaţii la cepălul 
superior, La distanţa h de la articulaţie, ca este lovită perpendicular ae un'glcnţ de masă mi, 
care rămîne întipt în Bară, Știind unghiul maxim o de: deviere a tarei, distanţa DN a CM al 
barei pină la abdice și monteniul de i să J i de ar MEN sai se ailc. văleaa glvmțulul 


x EDD LE 


N, v=2si n= Va ai SIR Ti UI Tai). 


Rig 033 Fig, 6.84 


6.21, De un stilp cilindric vertical de rază R oste prins un fir de lungime 1 (în planul 
orizontal) avind la capăt o bilă (fig. 6. 3-1). I se imprimă bilei o viLeză orizontală ) PetpenOIRuan 
pe îir, Negtijind frecările, să se'afle după cit timp bila lov eşte stilpul. 


y Li însa Ea n. a SE E A PI E DEAL: sd Mg vama E Pee a a 


6,22. Un disc omogen de rază R, ținut orizontal şi” pus în relaţie în jmul axei tale ver- 
ticale cu viteza unghiulară e este aşezat pe:un plan orizontal. Cunoscind coeficientul de frecare 
la lunecare și considerind că presiunea | exereitată de; die pe pian. este uniformă, să. Se afle 
după cit timp . “discul se va Oil i . e PE ea 


Mie 0 i 


N. t= 3oRAua 


' 2 Ruli-7€ cul 10 ARIE: E? A a ip e ; at: bi iad Ri A su Sf 


6.23, Un pendul conic este: format dintr-o ti jă subţire omogenă de uugiime L;care'se rotesLi: 
in jusul ax+i verticale cu viteza unghiulară (6) (capătul: supeitor. este prins înitr-o articuliţie fără 
trecări). Să 'se alte unghiul 0 dintre tijă și axa veaticală.. =: 


« 


păi 
asi isi 


n. cos = 39 afl. 


CAPITOLUL 088 
STATICA SOLIDULUI RIGID 


Statica studiază echilibrul corpurilor sub acţiunea f6rjelor. Vom arăta 
că în cazul solidului rigid toate forțele aplicate pot îi reduse la. e) singură i forţă 
și la un n cuplu: | 


i 7. STATICA PUNCEULUI MATERIAL. E 
Dozigi echilibrul punctului material cate necesar şi suficient ca rezultanta 
tuturor forţelor aplicate să fie nulă: _ 
Be, =0 . - i a 2 Ga. 
sau pe SOIipo aut i | o | . 
Rai = 3Fa=0; Rue SP ui Pe dh 9: (741) 
Ss $ 


În acest caz, conform legii fundamentale a dinamicii : 


“ma =F = 0, a =0, o = const, SI 


şi dacă sita ruulioula era în repaus, ea va rămine și mai depar te în repaus. 
Grafic, poligonul forţelor trebuie să fie închis. 
În cazuri particulare! cele trei condiţii de echilibru se pot reduce ji două 
(forţe în plan) 'sau la una singură i sai a pe aceeași dreaptă supor ). 


1-2, DEPLASAREA EOIRȚEL 


0) Pcnizu solitiui iată fosta oi: fi do sitaeată do; a : Imgaull A spot, 
adică este un vector glisant (alunecător) (P. Variynon). Aceasta este echi- 
valent cu introducerea sau suprimarea: unui sistem de două forțe egale: în 


modul şi de sensuri opuse, situate pe aceeași dreaplă, ceea ce nu schimbă cu 
nimic starea rigidului, deoarece acesta este nedeformabil. 

Introducem în punctul B un sistem identic nul de două forţe egale în 

, = AI ON e cr PR 

modul și de sensuri opuse (F', —F')cu| F| =] | (tig. 7.1). Forţele F,—I 

nu au nici un efect asupra solidului rigid și pot ti suprimate, astfel încît ră- 


Li = - bd . .. . id « a 
mîne forţa F', adică rezultatul deplasării forţei I din A în B. 


Fig. 71 : tu, „Fig, 742... 


În cazul corpurilor deformabile forţa nu poate fi deplasală pe suportul 
său, fiindcă astie! ar produce alte efecte de deformare (de exemplu, o bară 
împinsă la un capăt sau trasă cu aceeaşi forţă d: celălalt capăt). 

b) O torţă poate fi deplasată paralel cu ea însăşi (adică echipolent), dar 
atunci apare şi un cuplu de forțe, adică două forțe paralele, egale în modul 
şi de sensuri opuse (fig. 7.2). În adevăr, intreducem în B-un sistem identic 

RE: R pi cz ea > 
nul de două forţe egale în modul și de sensuri opuse (/, — Deul F'|=|F|. 
Atunci forţa F din A apare deplasată în DB, anume /* dar apare un cuplu 

> = i i i: iii să 
de forțe (If, —r'). 

c) Momentul unui cuplu d> torţe faţă de orice punct din spaţiu este același 

(fig. 7.3), deci este o proprietate intrirsecă a cuplului : 


— 


- — = = — — — — = E 3 ep tatii 2, 
Mar xFhra xl) —r)xP=r x Fa nx(—P). (7.3) 


Tie. 7-3 


Vectorul M este perpendicular pe planul (F, —E) şi are mc dulul: 
MPa sd, i) 


ande b este. brațul cuplului, adică distanţa: dintre suporturile celor două forţe.. 


Cuplul (Zi, —F [:”) din figura 4 2, generat. de deplasarea Orei Fdin A în B 
(70 o = A) are momentul PX x(— F! = — Te XE. 
A d) Lorţa. FE din A în figura 7.2 are faţă € de punctul B _același moment 


dia x 7 e fi x: (— F e ca d CuNoi generat (&, bi i, lorţa ip si moment 
nul faţă de B. | i 


Prin în deplasarea unei torje Fă din punctul: A intr un punet B cu vectorul 
— Ă S 
rp = AB (fig. 7.4) momentul ci faţă de un pol oare- 


care P se schimbă cu 

SET, 7 “II ANNIE 

Ai = IX F —r SE În ca 
a i a e SR e 
=(r—n)XF=tXF =" XF, (7.5) 
adică minus momentul cuplului generat prin depla- 
sarea-forţei sau ininus- momentul forței iniţiale faţă -- 
de 'noul punct. Prin” urmare, dacă deplusăm echi- 


= - : - = 
polent o forță F cu segmentul ro, lrebuie să intro- Fig. i 

sa m AI E: i ARI RR a TeR E 
ducem un cuplu compensator MI =— — ro X E egal cu momentul forței inițiale 


fală de noul punct (moment care s-ar pierde prin deplasarea forţei în acel 
punct). 


7.3. COMPUNEREA FORȚELOR PARALELE 


Introducem două. forțe. Fi sa). egale. în modul și de sensuri opuse în A, 
respectiv. B, pe care le compunem cu forţele date. Obţinem două forțe con- 
CURE pe care ştim să le ORI IMUC IA, după. regula, paralelogramuilui (fig. ZA 5). 
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2 


"Fig. 75 
Din „asemănarea triunghiurilor. rezultă : Să 


TIET rupe A 
bi "PO ai 


ba === - f-PO, “ 


d c unde PI | | | | 
FF Fu Fibi= Pb sau FF = bal E A) 


adică condiţia ca momentele celor două forțe TF; faţă de un punct (0) de pe 
suportul rezultantei să fie egale în modul şi opuse:ca sens (dind moment rezul- 
tant nul, ca și rezultanta lor). Rezultanta este egală cu suma:forțelor [* = 
= F, + F,, este paralelă cu forţele date și situată la distanțele bu (7.6) de 
forțele date, mai aproape de forţa mai innre. | tă 


m. = F> 


> 


Fig. 1.6 


O construcţie ânalogă pentru forţe antiparalele (diferite în modul) ne 
dă rezultanta F =| Fe — F, |, paralelă cu forţele date şi situată la distanţele 
Ba (7.6) de forţele date, dar în afara segmentului AB, de partea forţei mai 
mari și în sensul forţei mai mari (fig. 7.6 ; be din figură nu sînt chiar distan- 
țele dintre forţe, dar sint proporţionale cu ele şi deci (7.6) este valabil). 

Dacă F, =F, avem un cuplu cu rezultanta nulă, aruncată la infinit. 


O demonstraţie mai rapidă şi mai directă se obţine d=plasînd echipolen£ 
forțele date (conform regulii stabilite) în punctul O, definit prin raportul dis- 
tauţelor sale d, pînă la forţele date, astiel ca F,b, = Fa0d, (interior sau exte- 
rior segmentului AB după cum forţele sînt paralele sau antiparalele) şi com- 
punînd forţele în acest punct 0. Cuplurile generate” prin deplasarea forţelor 
se anihilează reciproc tocmai dtorită condiţiei impuse Fl, = Faba. 


7.4. COMPUNEREA CUPLURILOR 


Un cuplu dat, d moment M, poate îi transformat în cazul rigidelor în 
oricare alt cuplu de momnt echipolent cu AI. Cu alte cuvinte, cuplul poate 
fi deplasat oricum în planul său sau într-un alt plan paralel și poate fi schim- 
bat braţul cuplului s:himbînd însă în raport invers forţele, astfel ca vectorul 


E Sa 4 , ă Sa , 
mo:nent M să rămină același. Prin urmare (Louis Poinsot 1804) : 


Pentru rigide un cuplu de forțe este complet caracterizat de momentul său 


M considerat vector liber. 
O ilustrare este dată în figura 7.7. 


Vig. 1.7 


Cuplurile se compun prin «dunarea vectorială a momentelor lor, conside- 
rale vectori liberi. 

În adevăr, dacă două cupluri sint în plane paralele, deci și momentele 
lor sint paralele, îi aducem în același plan, îi transformăm ca să aibă același 


brul și adunăm (sau scăd>m) forţele, 
atunci se adună (sau se scad) și mo- 
mentele lor: 


F=F+F, Fi= Fh Pb, 


Dacă cele două cupluri sînt 
în plane secanie, îi transformăm să 
aibă aceleași forțe, aducem forțele 
opuse pe linia de intersecţie a pla- 
nelor, unde ele se vor anula (punctul 
U, ba, 7. 8) şi rămîne ciiplul din A, 
B. Triunghiurile ABC şi GMM, 
sîni asemenea, deoarece au un unghi 


egal :+ ABC =:% CM,M (au laturi perpendiculare) cuprins între laturi pro- 
porţionale : , a i 
CM, = BF = AC-F, MA = af =CB-F. 

Rezultă că şi latura a treia: 


= - 

M = Al r Ma] = AB-F=bF 
şi este perpendiculară pe AB, deci momentul cuplului'rezultant este în adevăr 
suma vectorială a momentelor cuplurilor componente. 


7.5. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORŢE 


7.5.1. REDUCEREA | 


Alegem un punct arbitrar 0, numit punel (centru). de reducere sau pol. 
Deplasăm echipolent toate forţele în acest punct — atunci apar și cuplurite 
respective. Problema s-a redus astfel la: compunerea forțelor concurente în 
punctul“ O, conform regulii parale legau ui, şi la compunerea cupIsriLo 


alui (tig. 7 „SĂ Momentul oricărui cuplu generat este egal cu momentul 
forței respective” faţă. de pol.. 


EI LEE IAA =: = SM, =, X Fa E (7.55) 


Teoremiă : : Un sistem arbitrar de forțe ] F, aplicate unui rigid se. reduce, în raport 
cu un anumil pol, la o rezultantă = = ZE, „«plicală în pol, și lu un cuplu ul cărui 


momen A esie egal cu suma momentelor forțelor fală de pi: ME = ZA, = 
= Şr, SK Fi. a geaca e 
Dacă acum reprezentăm cuplul îi prin cele două torţe asuiel ca una din 


ele să fie aplicată în pol şi o compune acolo cu rezultanta E, reducem astie] 
sistemul numai la două forțe: asa i e eta 


Un sistem arbitrar de forțe aplicate unui ri gid se reduce fie la un cuplu (două 
farţe antiparalele), fie lu două forțe sirimbe în spațiu (neparalele), dinlre care 
una aplicală în polul ales și avînd o direcție aleasă, 


1.9.2. INVARIANȚII: 


Mărimea rezultantei este independentă de alegerea polului : ş 

Rezultanta se deplasează echipolent în: noul pol. 

Cuplul însă se schimbă, deoarece deplasind rezultanta în noul NE O, 
va . un e ci iale ala piu d cum știm Sage 4 i Ă 


= 27, x F, => =) 3 Be 


| =M-rnxEf  08) 
adică exact momentul rezulta ntei din vechiul 
pol 0 taţă de noul po! O' (in:concordanţă cu 
regula deplasării forţei). . 

Momnlul nu se schimbă dacă polul 
se deplasează „BE “suportul rezultantei 


(atunci ra Î F. 


Dacă rezultanta este nulă, momentul este independent de alegerea polului 
Și sistemul se reduce numai la” un cuplu. 


Fig. 7.10 


Înmulţind scalar (7.8) cu ii rezultă , (produsul vectorial "mixt este ni 
dacă doi vectori sînt egali sau paraleli) : 


FA = FAI = FM cosţ. MP) = FM costi? 33, 
i My = = My = invart, i 3 -. 9) 


proiecția momentului pe forla rezultantă este independentă de alegerea polului 
(componenta longitudinală i momentului este un invariant sau produsul scalar 


Fi TI este un invariant). 


Componenta transversală a momentului, perpendiculară pe forţa rezul- 
tantă, se schimbă. a bepsănea polului. 


75 SĂ 3, AXA. CENTRALĂ 


Putem. alege od auna polul astfel ca să anulăm componenta trans- 
versală .a: mio oiertu ur, deci. ca momentul rezultant să fie paralel, cu forţa 
rezultantă.:: Să Racaa Vu 


Teoremă, Sisieztul de fre aplicate unui rigid se poate reduce lotiloaiiaă 
ia o rezultantă şi un cuplu situat în planul perpendicular pe rezullantă, adică 
cu moment paralel .cu rezultantă, FI . 

Dreapta suport a vezultantei se numește în acest caz ază coritrală a siste- 
răului de forţe. - n sili 


„În. adevăr, dacă N nu este pacălel cu E, alegem drept pol, de exemplu, 
punctul | pe die 


res 
+93 


XM.” Se aan e Ag 1) 


Ă î | 
| 


Atuiei, conform lui (7, 5), noul moment va, fi: 
d = -—r, x Băi LE x" 35 x în = 
= ] 
= A - —FEx E x ăi Sr ru 31) — M = ZA | 
air ( ) F ( ) (7.11) 
4 
SD il A), paralel. cu n 


adică în adevăr, ao ana săt oşte axate] cu F. e zaggge E 


Prin urmare, printr-o deplasare paralelă deea a oz adi “dt m 


totdeauna anula componenta (ransoersală a momentului rezultant, compo- 
nenta longitudinală fiirid însă invarianlă. 
Consideraţiile ds mai sus privind reducerea unui sistem de forţe aplicate 


rigidului. la o rezultantă și un cuplu seamănă cu consideraţiile pri ivind -redu--. 


cerea mișcării unui rigid la o rotaţie și o'translaţie, adică veducerea vitezelor 
la o viteză de rotaţie (unghiular ă) o şi 0 viteză de translație Vo. Forţa F cores- 


punde vitezei unghiulare c, iar cuplul N. corespunde vitezei de transla ie A 
(vom vedea mai tirziu că un cuplu de rotații este echivalent cu o translație). 


-.54. TEOREMĂ LUI P. VĂRIGNON (1725). 


Momentul. în raport cu un pol oarecare al vezultantei unui sistem. de 
forțe concurente este egal cu sunia vectorială a momentelor lor țelor compo- 
nente faţă de pol : 


Tix SE = Sr XE, 


* Aplieaţii, d Sistem de forțe. conținute în plan. Dacă rezultanta este nulă, 
sistemul este echivalent cu un n cuplu. Aegind polul în plan, momentul rezul- 


tant va fi perpendicular pe 
plan, și dacă rezultanta Sag 
ţinută în plan) nu'e nulă, 

:. putem . deplasa convenabil ca 
să 'anulăm momentul (care: e 
transversal), deci în acest caz 
sistemul este echivaleni cu o Jurță 
rezultantă situată pe o anumilă 
“dreaplă — axă centrală. Mo- 


.. ÎĂ 


„acel-punet... o meci At 
Observaţii. 1. Cazul pre, A 


:gramului, fiind necesară pentru aceas- 


Fig. Ti 


tul lor. 


"De-exemplu, în figura it cohpuneria forţele F,. F, deplasbidi-le pe suporturile: lor pînă 
— = 


— = 
în punctul lor de intersecţie: £. + Fa = Fus Apoi € compunem F,, cu Fa deplasîndu-lc De. 


suporturile lor r pînă în în punctul de intersecţi o: E + F, = TA za Ş.A... Pină la urmă obținem 
o rezultantă FI a SE, situată pe un anumit suport — axa centrală a sistemului plan de ferțe. 


:: mentul rezultant faţă de orice. 
punct este de fapt momentul. 
acestei rezultante unice față de. 


'*" “fi tratat elementar; compunînd for- 
“ţele succesiv după - regula” paralelo- 


ta doar deplasarea forţelor pe supor-, 


E 


Reciproc, orice forţă poate fi descompusă după oricite ici date, ic tusa cu: ea, procedind 
invers ca mai sus, 
2. Forţa rezultantă a unui sistem de torţe plane (pot îi şi torţe paralele), se poate obțin 
prin “metoda poligonului funiculăr, . ! 
Să considerăm pentru ilustrare cazul a trei [orţe (fig. 7.12), Construim poligonul forţelor 
(fig. 7.12, d), Pentru a afla axa centrală sau Fuportal rezultantei, ducem dintr-un pol arbi- 


Fig. 7.12 


trar O „raze“ care să-l unoască cu originea și extremitatea fiecărei iorţe din poligonul forțelor 
— 


(Lig, 7.12. B). Apoi printr-un punzt arbitrar de pe suportul: primei forţe F, ducem o paralelă 
la plm „razi“ e şi o piralzlă la razi 1—2 pini la intersecția acesteia din urmă cu “suportul 


„forţei F, Dn acest punct ducem o paralelă la raza 2—3 pină la intersecţia suportului forţei F, 


şi aşa mai depaete pini la. intorsezția suportului ultimei forţe. Din acest ultim punct duca 
o paralelă la ultima rază o. La intersecția primei raze z cu ultima cd găsira un PCL al Tezul- 
tantei sau al axei centrale. 

În adevăr, fiezare forţă este diferența veztorială a celor două raze. Trastndu-le' pe laturile 
poligonului funicular, aceste raze se reduc două cite două (fiind i apii și pe același suport) 
afară de razele extreme și 6 care dau rezultanta, 


Dacă sistemul d> forţe este în echilibru (rezultantă nulă şi inomeat costita: nul), atunci 
poligonul forţelor se Inch'de și poligonul funicular se închide (razele % ȘI « coincid), 


Dacă sistemul de torţe se reduce la un cuplu, poligonul forţelor se închide, iar poligonul 
funicular rămâne deschis : cele. două caze extreme & și w vor îi PUue distincte. 

„b) Sistem, de forțe paralele în spatiu. Rezultanta are aceeași direcție cu 
forţele (care pot fi paralele sau antiparalele), Momentele sînt perpendicu- 
lare pe forţe, deci conținute în planul perpendicular pe rezultantă. Sistemul 
se reduce fie la un „cuplu, dacă rezultanta este nulă, fie la 0, rezultantă situată 
pe o dreaptă determinată — axa centrală, paralelă cu direcţia forţelor date 
(v. compunerea forțelor paralele). 1 Momentul'rezultant faţă de orice punct este 
de fapt momentul acestei forțe:'unice faţă "de acel punct: În particular; obținem 
zegulile cunoscute de: compunere a două forţe paralele (sau. antiparalele). 


Mai. mult, un sistem de forle paralele în spaliu (cu rezultantă nenulă) admite 


un centru a! forțelor paralele, în sensul că rotind întregul sistem de forte 
paralele, rezultanta (sau axa centrală) t trece printr-un ic fiz, definit ERE 
Xealaru de pompei : 


RR E A N e 
i ei tur (Fe = BF), (7.12); 
unda Pe sint vectorii da poziţie ai fortelor, iar e, = Fm, (Pal [ZA », 


unde n este un versor ales pe direciia torțelor ata lola (fig. 7,13) (centrul se 
schimbă dacă forţele sint d=plasate de-a lungul suporturilor lor). 
În adevăr, momentul rezultant al forţelor au 


Zr; E "AR Sri x ru. = Date x n 


trebuie să fie identie cu momentul rezultantei aplicate în centrul forţelor re 
47,12) 4 j 


— 


E A a x En = Fire xn, 


ind=pendent 13 direaia sistemului d2 forţe paralele, adică independent de 
— 
versorul direcției lor. n4 


-= — — 
ȘI Pur X 7 ORE Er, pe XE n sau (Ş Frg — Fr) Xa =0, 


LE III me a E: 4 Fise CATI 


ceea ce, în virtutea definiţiei GI. 12), este în adevăr valabil Reni u orice direcție 
n a forţelor paralele. FRI 2 

“În. particular, forțele. de areile. dau :0, rezultantă. bine determinată G 
care trece prin centrul de,:greutate (coincide.cu.centrul de masă) Fa Așa CU 
l-am definit (fig. 7.14): În adevăr, pentru orice orientare a lui g; momentul 


rezulta nlei mg trebuie să fie egal cu momentul rezaltant al torţelor de e gteu- 
tăte paralele elementare: 


—. - — EI o a, si pir E a: db, Sa 
Po X mg = rX gdm sau (mrem — rm) X 9 =0, 


mă A 4 | ui E sila dă E a E ai Eta sh 
ceca ce este.adevărat pentru orice orientarea lui g, datorită delinițici IDE e 


7.6. CONDIȚIILE DE ECHILIBRU 
Mişcarea rigidului se descompune în mișcarea de translație a centrului 
— - 
de masă sub acțiunea rezultantei forţelor aplicate (E = mem) și într-o mişcare 
de rotaţie i în jurul unei axe trecînd prin CM sub acțiunea momentului rezultant 


(MI, = 45/40). Pentru a nu produce mișcarea de translație a centrului de 
masă, rezultantă tuturor. forțelor trebuie să fie nulă. Pentru a nu produce 
rotația rigidului în jurul centrului de masă, momentul rezultani al tuturor 
forțelor aplicate ir ebuie : să ă fie nul : 


A a Gă .., E Dai ai ini 
= 4 


E=ZE, 0 i ni aa va Ra an. 13 
să s 


Observăm că deşi rezultanta şi momentul. rezultant al ia interne 
sînt totdeauna nule, totuși la corpurile deformabile sistemul forţelor interne 
nu este în general în echilibru ! - ie de 2 că 

Scrise pe componente într un SC ortog gonal (polul este în originea siste- 
mului de coordonate), ecuaţiile vectoriale (7. 13) dau ; 


a = De 0, MI = FA = Zu Pee zi) -0, pi A 


î 


rar „20, IM = Zi = —— er az aiciă - 2) —0, pe (7.14) 
= 3 Ps=0 [ar = Zar =; te Fag — sl că se 


Momentele pot [i luate nu numai faţă de CM, ci faţă de orice puncl, întru- 
cît în virtutea primei condiţii (rezultantă nulă Fa za 0) momentul rezultant nu 
va depinde de alegerea polului. 

Prin urmare, avem în general 6 condiții universale de echilibru peniru un 
solid rigid : 3 pentru forţa rezultantă şi '3 pentru momentul rezultant. 

Pentru a scrie condiţiile, de echilibru, izolăm mintal ri idul de mediul 
său și repr czentăm toate forţele care acționează asupra sa din par lea mediului 
său exterior, adică „eliberăni 'rigidul de: legături“ dar introducînd: reacțiunile 
corespunzătoare ale legăturilor: Pentru rigidul „liber“ asttel obținut, adică 
eliberat de legături dar supus la forlele de reacțiune ale legăturilor, scriem 
condiliile universale de echilibru. 

În cazuri particulare, numărul condiţiilor de echilibru se poate reduce. 
Astiei, dacă toate forțele sînt conţinute într-un plan, avem 2 condiţii pentru 
iorța rezultantă și 1 condiție pentru momentul rezultant, deci în total 3 condiții, 


Dacă îorțele sint concurente în spaţiu, avem iar ăși numai 3 condilii pentru 
rezultantă, și dacă sînt concurente în plan — numai 2 condiţii pentru rezut- 
tantă. 

Dacă forțele sint paralele în spațiu, avem 3 condiții : ; 1 pentru rezultantă 
şi 2 pentru moment. 


Exemplu. O scară uniformă este sprijinită de un perete. Cunoscînd coeficienții de [revare 
cu podeaua pi, și cu peretele [us să se determine unghiul g dintre scară și podea în momentul 
limită cînd scara începe să lunece (fig. 7,13). 

Rezolvare. Considerăm cazul limită, adică exact pozi- 
y Ş ţia cînd scara începe să lunece, atunci forțele de irecare de- 
ph vin cele arătate în figura 7.15 (F, = uN) şi avem 


Na— Ha Ni = 0 pe Na — G+- N E: 
a Ta a Ma ua ee d AR El va 
GG — cos U.—. Na Sina — UN cos a = 0 E 


„ (forţele de îrecare. nu “dan. moment „faţă de „originea 0), 
„de unde rezultă : ia Se! 


tax = . A 
4 4, Su _ Ma 
Fig. 7.15 - independent de masa și lungimea scării. 


7.7. REDUCEREA „FORȚELOR DE INERȚIE“ 


Să reducem la o rezultantă şi un cuplu „lorţele“ Mee - 

Deoarece. rezultanta forţelor "interne este nulă şi momentul rezultant 
al forțelor interne faţă de orice pol este nul, sistemul de forţe externe aplicate 
rigidului se reduce faţă de orice pol într-un SR inerţial exact la aceeași rezul- 


tantă şi acelaşi cuplu (moment) ca și „for țele“ râya, (fată de același pol). 
În adevăr, să facem această: reducere faţă: de originea: unui sistem de 
coordonate $ Ga DEI or tegonal (nu Deapră ipenpialje 


În ssd boa. defini [ici centoului de masă, Tau ir dm, avem pentru 


rezultantă : | | 
prada li == (e ii = (mr) = Masa. pă (710) 


| Dacă sisteniul de coordonate S este inerţial, atunci bineînţeles” mid = 


ai rezultanta torțelor externe aplicate rigidului. 
Pentru - momentul rezulțant vom lace dedau cet, faţă de CM: 


(7 pia “a dm = (rom 47) x i Aia E 0F x îi + o x do xr ram - ac: 
PA 16) 


“i Ei ORL IE LEI EL] 4 iba pat e 


[i 


= Pem X Mem pi 'X (s x r)dm-r- o X (ir x (o X r)dm, 


. . A d i a. s a: . ă e; i Si Li 
unde ceilalţi termeni s-au anulat din cauză car Cm = Mom = 0 și am îolo- . 


a 


ai Ci i Lă - i 
sit faptul că 7 x [e pai (0 xr n e o X [7 x X (o X i)], ceca ce se veritică 
“imediat prin dezvoltarea dublelor produse vectoriale din parantezele mari. 
Reamintindu-ne de calculul analitic făcut Ja momentul cinetic, putem 
scrie 


— -_ — | — - — = „d su 
(n x (o x r)dm =1'o,: (: x (se x r)am=l'e, (7.17) 
& 


unde Î! este matricea momentelor de inerție față de un sistem 'de coordonate 
S' cu originea în CM (acest S” în rest poate fi arbitrar, de exemplu, SC propriu 
i E = rd x 23 E - d Zu z 
al rigidului cu ori ginca în CM, însă cu e şi e calculaţi în sistemul de coordonate 
inițial S). Prin urmare, 
i a 2 


—. —_ — 
(n X «dm. Te X Mem d Î'e —+- a X. «d o)-; 17.18) 


primul termen dă momentul rezultantei (7. 15) aplicale în CM tale parlea 
orbitală sau externă), iar ceilalți doi termeni dau momentul față de CM 
(partea propric''sau internă). 

Dacă sistemul de coordonate. $ este inertial, atunci momentul 


îr X a a dm == — momentul forţelor externe aplicate rigidului. 
Deșcompunîndu-l pe AL faţă de CM: 
M = Sr, xF, sei Sa i ri) x F, 
23 foai X PR DEX Beta E EP îi. 
şi ţinînd seama că Nas = E, rezultă faţă de CM: 


M =te-ro x (Vo) faţă de CM. E. (7.19) 
Am regăsit astiel senile cunoscute. i. 


Observaţie. Dacă pe lingă forţele exteme reale aplicate rigidului, reprezentăm şi .forycee 


— re, E . . 
de inerție“ (—m,a,), reduse la o rezultantă şi un cuplu faţă de vn pol ales convenabil, alunci 
rigidul apare în „rchilibru“ sub acţiunca tuturor acestor forțe și putem seric condiţiile de echili- 
bru pentru ansamblul acestor forțe (metoda cinelostatică). 


[3 


7.8. TEOREMELE LUI GULDIN ȘI PAPPUS 


I. Aria suprafeţei generate prin rotirea unui arc de curbă plană în jurul 
unei axe situată în planul acestui arc de curbă şi neintersectindu-l, este 
egală cu produsul dintre lungimea arcului de curbă și lungimea cercului 
descris de centrul de masă al arcului de curbă. 

II. Volumul corpului generat prin votirea unei figuri plane în jurul unei 
axe, situală în planul figurii și neintersectînd-o, este egal cu produsul dintre 
aria figurii și lungimea cercului descris de centrul de masă al figurii. 


Teoremele au fost descoperite în sec. III de matematicianul şi mecani- 
cianul grec Pappus din Alexandria. În sec. XVII P. Guldin le-a „descoperit“ 
în volumul VII al operelor lui Pappus. 

; Demonstrajie. a) Aria se obţine prin însumarea (integrarea), ariilor late- 
rale ale trunchiurilor de con elementare. [aria laterală a unui trunchi de con 
este zG(r + R)] (fig. 7.16): Si 


S == ţ 2zy ds, dar Yem = | y ds, 


Pi 
de. unde în adevăr,; i 9 pa 0 car a 0 pe d ea, în Say 
i Li S == 27cml- ri z east ri aaa HE: 


SES 


li 

| 
— | 

dx 
Fig. 746 i o îi ei e Fig. 7.17 


b) Analog,  sumînd volumele -trunchiurilor  de:"con elementare 


( = Pur + + 2) (fig. 717): 


Lă 


1,08 | RT dz — | zf da = (ui = pd, 
(1) ARIEL + PE i 
dar | | 
] A ÎN, ; il SET " l 1 i o > 
Jom = (pu — mda ZU in we) zi (- (da = tă 


de unde în adevăr _... | 
: V. = 27 end. 


E ixeraple. a) Să se caicuteze aria şi volumul unui tor dei raze ra R. 
Rezolvare. Apticind teoremele Guldin-Pappus : 


S = 2xr-arh = 45rR, V = mr ax hR = 20 h, 


b) Să se alle volumul corpului ea grin rotivea 1 unui CRAII dreplunghic cu catetele 
a, 5, in jurul ipotenuzei.: da să 


Jtezolvare, 
abis PRR că bt 


Da e a 1 3 VE 


iai PRONLEME i E me pe n e SER Ma Deaaă 


TA. Șt, se deducă Stații, azei ceniraie | 


A : pate iei si pd ae 
-. pe i A 00 dă px i, Pe e: i . 


„ras E x ui x xE se - pafâmetiu. ă | 


| 


Indicație, Dacă re este Siasiie perpendicularei „din potul .9 „pe axa centr wă, trebuie să 
avem ; PE zii , 


=uF x x RY; sau re = ul Mi şi ML=rF 
7.2, Să se afle locul geometriei extr emităţilor vectorilor -forţă aplicate într -un, punct dat A, 
care dau acelaşi moment A față de un pol dat O. ; 


MN. Dreaptă paralelă la AO situată în planul per penaleuiar pe ETA la distanja A 40 de 
dreapta AO. 
7.3. Asupra unui rigid lucrează forțele situate în plan și repr ezentate prin poligonul Ior- 
ţelor din figura 7.18. Să se reducă acest sistem la originea primului. vector. ... i: 


R. Rezultanta esto linia "de închidere AF a conturului poligonal, jar momentul este egal 
în modul cu dublul ariei poligonului ABCDEF şi este perpendicular pe plan. 


„4. Să se afle locul geometric al extremităților vectorului moment al rezultantei unui sis= 
tem ri forţe în plan, calculat în raport cu toate punctele acest plan. 


A i pa 
ee" Pig, TA8 


HR. Un plan care taic planul forţelor după axa centrală. 

7,5. Să se arate că momentul rezultant în raport cu o axă este proiecția pe acea axă a 
mopentulii rezultant calculat în raport cu un punct arbilrar Qo pe axă. 

1,6; Un sistem de: forțe poate fi redus, după cum: știm, la două forţe, ca de exemplu în 
figura 7.19. Să se arate că axa centrală intersectează normal: perpendiculara comună a celor 
două forțe Le uri ui 


i ADE z. 2) (+ În)? pînă la forțe, (d= 4 d). 
1.7. Peste un semicilindru fix de rază R, așezat orizonial, sc sprijină transversal o tijă 
uniformă de lungime î, ca în MUZA 7.20. Coeficientul de frecare la lunecare diulre tijă şi cilindru 
este pu, iar dintre Lijă şi plan jus. Să se calculeze ctg mas la echilibru. 


PR | — Hat | ce: Pi 


Ri ctgomea = 


Tig. 7.20 Fig. 7.21 


4,8, O bară omogenă AB de. greutate G se sprijină pe două plaue perpendiculare între 
ele ca în figura 7.21. Git de mare este unghiul 6 în poziţia de echilibru, dacă unghiul de frecare 
al barri cu planele este o? 


a — 2g< <a+ 20 


7.9. Un punct cnterial greu se poate i inta cu frecare pe un cere (în interior şi în exterior) 
de rază R așezat într-un plan vertical. La ce înălțimi faţă do centrul cercului poste fi'în echilibru 
punctul material,. dacă unghiul de frecare este e? ia 


BR, As — Rose şi h> Rcos e. dep ii 


gli va 


7.10. Un cilindru circular drept este etitisătti în echilibru pe-un Didi: înclinat ct satula 
unui fir infăşurat pe cilindru şi tras paralel. cu planul ca în figura 1-2 22; Sa: se aie condliiia de 


Fig, 7.22 


echilibru şi forţa e cu care trebuie să tragem de fir, ştiind unghiul, să al E otet coeficientii de 
frecare. la lunecare u şi iti ce cilindrului G. e îi 3 


1 
R. da & 20, E ide Gsina. 


7.11. 0 pîlnie conică cu deschiderea 2% se rotește cu viteza unghiulară e în jurul axei 
sale verticale, Între ce: înălțimi 2,„ poate sta pe suprafaţa pilniei un corp -mic fără să lunece, 
ştiindu-se unghiul de îrecare o? 


N h= 5 PDSR „A MN şi ns = pa i a dacă. 9 < a 
mtgătgu + 9) ortgataa 0) 


„ O placă omogenă tru ga. de gr cutate, G. stă orizontal sorijininuese cu sr fiu ile 
sale d în reazeme. să se afle veacţiunile reazemelor. -....... îi. ȘI : STR 
R. GH. 
7.13, Să se afle cu ajutorul teoremelor Guldin suprafaţa, respectiv aim: cor puiul Oe 
ținut prin rotirea unui arc de cerc, respectiv, segment de Cerc, cu unghiul la centru 24 şi raza R, 
în joasa coardei sale. 


"R 's= = 4 Ri(sin  — o, cos sa) V = 2rR" (si C— AX CUSG — —— sin af. .-" i 
7.14. Un lanţ greu, omogen şi uniform, de lungime [ şi greutate G este fixat de capete în 
două puncte situate pe aceeaşi orizontală, Cunoscind săgeata f, să se afle tensiunea la capete. 
[2 2 î i 
+ fig 
2if 


7.15. Un lanţ greu, o:nogcu şi uniform, de lungime [, este atirnat cu capetele sale de o tijă 
fixă orizontală prin intermediul a-două inele mici, care pot luneca pe tijă cu unghiul G6 îi ecare e, 
Să se afle distanţa maximă: dintre înete pentru care lanţul este în echilibru. DP 

IE mit Ig VASE pl. 5 00 aul 


BR. T= 


CAPITOLUL-8 
GRAVITAȚIA 


Legea atracției universale a fost descoperită de: Isaac Newton și publi- 
cată în cartea sa „Principiile matematice ale filozofiei naturale“ (1687), 
unde este aplicată la mişcarea sistemului solar. GE da 


3.1. LEGILE LUL KEPLER 


Pe baza observaţiilor astronomice de: mare precizie ale: lui Tycho Brahe 
(1546— 1601), după calcule de aproape două decenii, Johann Kepler (1571— 
1630) a stabilit următoarele trei legi de.mişcare a planetelor în jurul Soarelui 
(primele două în 1609, a treia în 1619): A Ata 


A [3 


I. Pianelele se mișcă în jurul Soarelui pe iraieclorii eliptice, Soarele aflin- 
du-se în unul din ioearele elipsei. 


“11. Legea ariilor, Razele vecloare, duse de lu. Soare la planetă, mătură arii 
egale îii limpuri egale, adică viteza areolară său seclorială este constântă (kg. 8.1). 
IX: Pătrălele "timpurilor “de : revoluție. d planelelor în jurul: "Soarelui sînt 
proporlionalt “cu: cuburile:seiniazelor: mari ale 'elipselor': -: zu 


e consti, 8) 


ia i De aie ia Tig. 8.2 


„Știind că aria unui triunghi este egală. cu jumătate din produsul a două 
laturi prii sînusul unghiului 'cuprins, Să' calculăm aria elementară “dS mă- 
turată de raza vectoare în timpul d (fig. 8.2) : 


AS zu ra ++-Ar)sin AB, 


de unde la limită (a nu se confunda dr = QP' cu | dr| =PP): 
Îi 3 În es a et 
d$ i To dO sau d$ = a irildr] sin(r, dr). (8.2) 


Ultima expresie ne arată că aria elementară se poate reprezenta printr-un 
vector perpendicular pe arie: 


15 Exelfa i (8.3) 


Viteza areolară este prin definiţie variaţia ariei măturate de raza vec- 
toare a mobilului, raportată la unitatea. de timp.:.. | 


ai E BAgie Fe în al d la (4 i ds Pisinaaa fi direcție: a 


7 ie Ci iai : 


ai pici rd, EA > 2m$) = mrd = dd e 5) 


i 


Legea a ia a Tai Kepler stie. e constânța v vitezei areolare: â planețiăioe 
faţă de Soar€. Prima: şi a doua lege: afir: mă constanța vectorului viteză areolară 
—. i 


[ei sau a pectoruhui, moment cinetic L al. planetei faţă de, Soare.. „Vom. prefera să 
folosim momentul cinetic, care este:o noţiune mai profundă, decit vițeza. areo- 
lară (aşa cum este impulsul faţă, de viteză, datorită legilor de conservare). 


8.2. LEGEA ATRACȚIEI UNIVERSALE 


Din legile lui-Kepler, pe baza legii fundamentale a dinamicii, Newton. a 
dedus legea. atkacţiei universale :(1687). N sui 


Să considerăm pentru simplificare o traiectorie circulară lila: reală a 
planetelor diferă puţin de un cerc). Atunci din legea a doua a lui Kepler. (8. 5) 
rezultă că planeta, se mişcă cu vitezele unghiulară, (6 = a) şi liniară (0 = - OR) 
constante pe. cerc, ideci! eşte. Ap USA la o forță “aliata, egală cu masa ori 
acceleraţia cehtripetă : sea * it 


R m 


si 


Conform legii a „IL: a. a cu Fepler 72. = REG = const, "deci: ie 5), de- 
vine | pe 


unde constanta k :este aceeași; pentru. toate. planetele. : Prin::urmare, forța de 
atracție exeieitată de Soare : asupra: plânetei este direct proporţională: cu masa 
planetei şi invers. proporțională cu pătratul distanţei dintre: planetă Şi. Soare. 
Conform principiului! TĂI. „al, acţiunii şi reacțiunii,.6 forţă egală în modul. şi 
de sens „Opus se. exercită asupra. Soarelui::din: partea . planetei, deci: trebuie: 
să fie proporțională: cu mâsa' Soarelui. Aceleași legi ale ui: Kepler, guveiează 
şi mişcarea sateliților. planetelor, de exemplu, sateliții lui Jupiter şi Satura. 
Introducînd o:nouă constantă, astfel casă: aici masa: astrului. central, abţi- 


nem A degete a i universale: a ui Newton Eee: ne iti teii det 
iai ră Ri sau: ex pa, ia Să = = const) i a (8.8) 


ie A gi Pac E 240 pi 
aj paz 83 iar 8) de lua a it UE ADOR a ice - Dia 3 iii ai sta i A 


unde semrul. minus “indică catacterul atractiv al forţei. 


„Două corpuri puncliforme se atrag între ele cu o forță direct e ronorenată. 
cu ac oui maselor lor şi invers proporțională cu pătratul ai oul Alte ele. 


> dnspanta A Bravia ponale Y are Elape Misu Rt în ia 


iar 


jo ; E A E. Rase să E z-p 


sui „n = „IL tii map A mile! sI... uz 


ă iba 3 „ela L * dpiaie SEAP AIE A:s0atlenul Veazia fo aez e 


iai (4 ca MEL a i pia LIRĂ CEI E DI REA 


După ultimele măsurări experimentale; 


SN zi aa (Boa PE ic E pet RL tot asa 2 
+ = 6,670-10-2 N-m2/kg?, (8.10) 


Două mase punctiforme egale fiecare cu unitatea ( kg), situate la distanţa 
unitate (1 .m)-se atrag cu'o'forţă egală numeatic cu constanta gravitaţională 
iii 67-10-11 N). 

: În cazul a-două 'mase.oarecare; forţa de'atracţie este. rezultanta" vectorială 


a: E orţelor .de atracţie dintre particulele: care compun: corpurile.! a ama 
:' “Reciproci:din legei:atradţiei universale, ai orbite plahetare” ciecalare, 

rezultă: Mpa Cella bee două. legi ale lui.: AES Pe Aa e RR a aa 
is iata e OR ARE PONI RE AR i e PI A ee e E a AEM ci ii pi p 
i AR mM CI | RD Ea SR Ea pati i PRI AA SĂ i RI a ale Ra i Si 

SR ete pi = — mo'R o =0 = const (R'= const), O = const, 

ci j An? 
ră = ti AR i a Ti = RI = kR2 (8.11) 
i dai RI Aa AI : 


„ Forţele gravitaționale. devin importante, numai dacă.unul din. parteneri 
este de dimensiuni astronomice (piatră—Pămint) sau între corpuri cereşti. 


|  Crăsereate, Trecerea 'de la, observăâţiile empirice! ale lui :Xycho: Brahe Ia legile; lui Kepler 
şi apoi la legea atracției universale (și mai apoi. la teoria. relativistă A „ravitației); reflectă dez 
vollarea dialectică a cuiioaşterii: *: 

„Succeșiunea, istorică :a. cunoașterii muată. în momentele: sale: principale, curățată da exte- 
rior şi accidental, trebuie să reflecte succesiunea logică. a cunoașterii. Ea corespunde trecezii 
de Ia sinigular prin particular la! ganeral,! corespunde înaintării cunoaşterii da la fenomaea ia 
esentă, de la .esența:ds ordinul I la esenţa de ordinul II ș.a.m.d. în profunzinie, i: îi, 


„1 Este foarte: important și. uiti să culegi informaţii asupra obiectului prin experiment, să 
construieşti gralice, ȘI tabele de,coustante privind, comportarea .şi. proprietățile obiectului. Dar. 
o simplă colecție de date, oricit de compicti şi bogată ar [i ca, nu este încă ştiinţă. Pentru pro- 
cesul cunoaşterii. este; mult mai: important de a ridica datele empirice la forma generală ac deler- 
minări cantitalive pe planul necesităţii şi generalității, ca momente ale unei legi. Mai mult, înseși: 
legile trebuie demonstrate, deduse diri calităţi sau din concepte primare cum sint spaţiul şi timpul. 
Calitatea tiebuie Să treacă în cantitate, care nu este altceva decit calitatea depășită. 


Experienţa pune întrebarea : cum.? și; este descriptivă. teoria, „pune, întrebarea; de''ce ? 
și este demonstrativă, Teoria tr ebuie să arate necesitatea legilor ci şi, să le deducă, deoarece 


sarcina unei teorii este de'a demonstra existenţa şi determinățiile obiectelor ei; 

' Iată ce spune Hegel (Știința: logicii, Ed. Acad. R.S.R. București, 1966,- pag. 329): 

„Este un mare merit să cunoşti numerele empirice;ale națurii,-de.exemplu distanţele dintre 
planete ; dar este un merit nemărginit mai mare să faci să dispară ciîtimile empirice, ridicîn- 
du-le la o formă generală de determinaţii cantitative, astfel incit. ele să devină momente ale unei 
legi sau măsuri : merite nemuritoare şi-au cîştigat, de exemplu, Galilei cu privire la cădere și 
Kepler cu privire la mișcarea corpurilor cerești. Aceștia au demonsirai legile descoperite de ci, 
arătind că acestora le corespunde într egul cuprins al particularităților, furnizate de percepţie, 
Trebuie însă să cerem o demornsiraţie şi mai înaltă a acestor legi. pentru ca deterininaţiilg lor 
cantitative să fie. cuniosciite” din calităţile: sau conceptele determinate la care! ele: se „reteră 
(cum sint timpul și“spațiul)t,:: i ci ta ale tai 

Înțelegerea deplină, în esenţă, a legilor: Kepler, poate £ ti atinsă numoi pe baza il na 
legii mai profunde a atracției universale și a acestela pe baza teoriei relativiste a gravitaţiei 
(Einstein) și așa mai departe, Numai cunoscînd structurile mai complexe, superioare, putem 
înțelege deplin, îi esenţă, structurile simple, inferioare (de exemplu; în biolâgie, cunoscînd orga- 
nismui uman, putem înţelege mai bine organismul maimuţiei şi al altor animale, și nu invers). 

Nu ne putem opri la formularea legii atracției universale, trebuie să o deducem din con- 
cepte mai profunde (de exemplu, legea 1/r: a lorţei şi caracterul tridiniensionâl al spa iului 
etc,). 


„8.3. MASURAREA CONSTANTEI GRAVIFAȚIONALE . 


Pentru prima: dată: constanta +a fost: determinată experimental . de 
Cavendish în 1798 cu-ajutorul unei balanţe de torsiune (fig. 8.3).: Două sfere de 
plumb grele M. (158 kg) sînt. suspendate pe o bară care se poatesroti. Alte 
două bile mici de plumb m (0,73 kg) sînt fixate la capetele unei tije suspendate 
pe un fir elastic. Apropiind sferele M de bilele m, se constată o răsucire a firului 
lor de suspensie; La. echilibru, momentul, forţelor elastice Ca. este egal cu 
momentul forţelor | de atracţie HI: 3 


A mA _r*Ca | -: | 
Cu = FI = ia DA, îi SR, (812) 
Ci dp 3 MI ( 


Cunoscînd M, nul, G şi. măsurind distanța r şi: i unghiul de răsucire %, se: poate 
calcula +. ua | 

9 altă metodă mai precisa este iustrata de figură 8. 4 picard 189, Supă 
apoi așezate ca. în tigură : “Echilibrul se strică, deoarece Bila superioară: este 
atrasă în jos de masa de-plumb (100 t),ciar bila inferioară în sus (influenţa 
cîmouini cravitational ferestrn a fost eliminată orin' echilibrarea initială). 


Vi 


EL: 
a 


I0// 


bi 


Fi. 33 da Fig 84 


Observaţie. După publicarea legii atracției universale (1687) a.trebuit să treacă pesle un 
secol pertru ca să se măsoare experimental constanta atracției universale (Cavendish 1798) și 
apoi încă un secol pentru ca să o măsoare Richartz în 1898. Astăzi trec doar cițiva ani sau chiar 
luni de la publicarea unor descoperiri și aplicarea lor în fizică sau tehnologie. 

În adinca antichitate preistorică puteau trece milenii fără să se descopere practic nimic. 
Civilizaţiile antice, de exemplu  sumero-akkadiene, egipteană, chineză, indiană, au necesitat 
mii de ani pentru'a ajunge la gradul lor de: dezvoltare cunoscut: Înfloriica civilizației: Greclei 
antice a:cuprins citeva: sute de'ani. În sfîrșit; epoca Renașterii marchează: o dezvoltare impetu- 
oasă a ştiinţei, artei și forţelor de producție. 


„_ Putem spune că dezvoltarea: ştiinţei şi-tehnologici-în general urmează o lege (curbă) exp- 
nențială (dublare la. intervale :cdale a felal da 11-) Pa ARII aa IN II aa PE în E iu 


a a i 
> ep 


za [E re Mr 


ii . 
8.4. PROBLEMA A DOUĂ CORPURI 
Ş Cunoseînd legea interacțiunii dintre două particule de mese m, a și condițiile 
inițiale (pozițiile şi vitezele or la un 'momeni dul), să se afle mișcarea celor două 
prlicule.. o . | 0 
“În raport cu un referenţial inerţial, cele două corpuri interacționează, 
conform principiului reciprocităţii forţelor, cu forțele F, —F, de atracţie 
sau de;respingere (lig. 8.5): i 4 
| E Pi pie A = N: 
a MU ba =F; Mais. =— F, găă e (8.13) 
da BERE e 9 e dci Sue A. St me ga ae fag Pi Ga. i dia .. 
apa ct Ra Da AP Mea =0,- "Mala F:MaVa = const... _... (8.14) 
Ultima ecuaţie reprezintă conservarea impulsului: total al:sistemului din cele 
două particule, presupus izolat, Vectorul de poziţie Tom Şi Viteza Vem ale cen- 
trului de masă sînt: ei d d 
i — ă - sa = iu d i 
î Ma AF Moe = > MU + MaVa 
Tai O —. Vesa = Tom = (8.15) 
Ma A Ma, Mat Ma | 


În virtutea lui (8.14) rezultă Vu = const, adică centrul de masă (CM) al 
celor două particule este în repaus sau se mişcă, rectiliniu_ uniform, întrucît 


forţele interne (F, —F) nu pot influenţa mişcarea centrului de masă. Problema 
s-a redus astfel la mişcarea celor două particule faţă de centrul lor de masă, 


care se mișcă rectiliniu uniform, adică faţă de SCM. ser 
“e 
„i « i 
izurpră 


PRR II i 
ate .. si 


„„Imtroducem. poziţia, viteza..şi acceleraţia, relative, ale „particulei m, faţă 
de particula m;:considerînd un SCicu originea în mişi în translație faţă. de SI. :. 
Ă DI i N RINA 3, la 000 INI 


> 


S- $3 - De 2 DD SI E ete SI Do ai cita i $3. Cn i i sai “i | 
PI — Fa, =] == Ti — Fa = Pi — Va 0..= DV Vai ne (8.16). 


(în expresia vitezei relative și a accelerației relative am ținut seama de miş- 
carea prin fransiație a SC legat de m,, altfel ar apărea termeni suplimentari, 
de exemplu accelerația Coriolis). Atunci, 

pf A die ca, ADR ta dit 


.. « 
. - 


- 


RES : - > 
MaMV. = MF, Ma Mada = — m, 


SD m Pati 05 atentate e masti 


Li d a 


- 


. | S . dh i i. | ; n Cota ... Fi . . 
"A e ii Mu Ma(V Va) (270, —mE, ic INI E d Și Se 4 ai 


Fu: ri i E "vata e at - Taba Aa 
SĂ zii ave ji cezar a pătat a 3 d RA Sa 
Lite dusa) Sua e ri a e ai N 


ni ip = Fsai pa po zur PF, i (8.17) 
ei Mast, Ma mape fă ăi 


unde u, = mm,/(in, + m.) este masa redusă a celor două particule... Prinurmare, 
în SC legat de m, și mişcat prin translație faţă de SL, mișcarea este descrisă 

a 2 . a id Sica a = a e .. 4 Yi 5-4 
de vectorul relativ r =r, —'r; al unei particule fictive de masă redusă u supusă 


la forța F trecînd prin m. Problema s-a redus la mișcarea unei particule în 
cîmp central, adică:într-un cîmp de forţe care trec permanent printr-un punct 
dat — centrul forțelor (în cazul nostru prin ma = originea SC considerat). 
“Putem foarte bine considera mișcarea părticulei u, în SCM,cu' vectorul 
nu ăia DP acer lie i = im, e. Tabere pda ec aia Ci LA a 

de poziţie .i și legea“ forței: F (fig. i: 7:50 via n dal aici a E all i e 
— => i dupe E o batueaa tă „, - PC 
Cunoscind r = r(?), obţinem imediat mișcarea fiecărei particule faţă 'de 
centrul de masă:. = | aia | | 


Rip pă vi sia 


AR DR = 3 =, 
DS a = NUT -- Mera, ŢI = Tr — fa 


Ja: 
Z 


a 
- ră - rr 


de unde 


i Aia cd: s5 
e eee e aa e ap PT ORĂ) 


2 
Ale o la tă Mat Ma 


adică pl sînt iapaneiontle cu 70, deci traiectoria fiecărei parlicule față de 
CM este asemenea cu traiectoria particulei fictive p. fălă de te Traiectoriile celor 
două particule față de CM sînt: asemenea și. :.. d 
între ele, dar particulele sint situaie mereu 
diametral opus faţă de CM (fig. 8.6). 

Dacă m, > mu, atunci 


N ii - 
SO A Te a ATa, (8.19 
d It mama: E3 seal 7 Ă, 


adică într-o primă aproxiinaţie cantat de 
masă coincide cu m, (Soarele) în jurul 
căreia are loc mişcarea pe cele BR: Ma 


traiectorii asemenea, conform lui 6. %) (is. 8. 6. 


8.5. MIȘCAREA ÎN CIMP CENTRAL 


85.1. VITEZA ȘI ACCELERAȚIA 


Fie o mișcare plană. Alegînd un SC. polare în plan (fig. 8.7), viteza se 
poate descompune într-o componentă radială v, și o isa atat transversală 
Ye (poipencuealaira pe raza du EL ii 


î- titani - dr A 4 e da 3 40 
dr = ar 1.40, —— =i— T—, (8.29 
(E, E? E? 43 EP (8.20) 
Pi dp: -q 
| dci Mi fai aa 
a LE și = i ri. re Aici aa G. 23) 


Derivatele geto sînt, conform figurii 3, 7 (derivata unui versor este 
totdeauna lia la pe Versor, diferenţiala. unui Versor » fiind egală îi In 


i aa 


ie îi pi e 6? : Er | (8.22) 


(caz particular al formulelor lui Bolsa cu că ab Iu, d const), astfel încât 
acceleraţia este: 


Da fii rbf-rrbi+râj = 
= (îi — rd (rd 2) 04 ap O—O—O—O(8423) 


unde «, este acceleraţia radială şi ag acceleraţia transversală. 


Fig 87. 


Observăm că acceleraţia transversală a, poate fi scrisă astfel: 
0 


3 t de [4-09 

dp =——|r —] == „d 28, 8.24 
9” rai li E F e ) ( 

Legea fundamentală a: dinamicii se scrie A LA componâhte ; iii a 
i A giga, nu e da, i + Sei pipi PE e 

ma —F - ma, SR să ma EA e a Să at ela ed adi 

i i ar DAR m(r6 -- 2r 9) Poe (8.25) 

£ E, e e mai a De m Ea e aie Aa 


8.5.2. INTEGRALA MOMENTULUI CINETIC 
În cazul cîmpului central de forţe alegem polul în centrul forțelor, atunci 


Fo = = 0, F, =, deci și acceleraţia este “centrală, adică ay =0. Aceasta re- 
zultă şi din conservarea momentuliii cinetic aţă a de centrul 2orttar, În AGE, 


tai î , | p $ 5 e sud d i An = _ const, fă, x p. i să pere A Sie 
. TIE sf îi Ş e Pta pe E moi id „sait 
(1) L 20, iei = i nisi (8.26) 


(integrala momentului cinetic sau a ariilor) 


Dă 
pi eee 


sau 


adică mișcarea este plană şi viteza areolară 'este 'constantă (legea a doua a 
lui Kepler); 


(ș) = rr6 EEE: === E rdg — 0 a, 
2 2 | 
| A me(r6 + 20) = mag a (ea d = 0. | (8.27) 


Observăm că acceleraţia se poate pune sub;următoarea formă : 


2 2 a 
= 04, =— ala + a (JI. Binet). (83.28) 
A UR e 09 


îi a is RR 
8.5.3. INTEGRALA. ENERGIEI 


Ecsajile mișcării se reduc la ii i 7 ta 


să. fi i Ce ca „mir - —r0)=F sau mr = P+ F, a (8.29) 
ierta F' asta și “forța centrifugă : ep i. eta A e. a 
i a | 2 , 2 
F' = mr? ep eat e ERE Ai U' == a (8.30) 
mu? dr | 2mr? dr 2mr* mai» 


aaa U' = L?j2mr” este energia (potenţială) centrifugă. Introduciînd forța 
PU) şi energia potenţială: corespunzătoare U'(r), problema se reduce la o 
problemă unidimenstonală în raport cur (partea radială a mişcării, în care 
se reflectă partea unghiulară a mișcării prin for ţa centr ilugă Fo), dacă for a P 
este funcţie numai der. -* di: 

Energia cinetică este, conform lui ei şi (8.26): 


E, mo m e CĂ 22 


A aiterag ct aă 
5 Ro 1 I- Aoiit e 27 AN 
2 


3 


i i 
micii i e: 


sh 
= mr? EN v (8.31) 
_ KI 2, 2mr” De cl i A 
SS Date II ceeet . : Ir pie, IML i 
“Invăulţină ceuaţiă n mișcării e. 29) cu de sau aplicina direct teor ema, energiei 
cinetice, obţinem : 


a vila (mi E: 3 Par =4W. 6.2) 
a 2 . 2mr? 


(20.Să presupunem acum că forțele sint conservative, “atunci 


. E ar — Făr = — dU, iu mag pia 
pd e Ei sea RA tei “i: E sd ne ia ca MOI CDR 
e al Î w- =0, E. 2 Y= “E = const, 3 dna a 9) 
e totală : Sp Sl mir. a ză A a aa FER felii ae e 
(ID 2 2mr ide (8.34 


ia (integrala energiei) 


18.54: INTEGRAREA: ECUAȚIILOR -:- 


Introdudem derivata lui r'în râport cu pi 
dr _ dr$ dr L NE L LA (8.35) 
"At: 90  -“d0rmr? -.: Mr 


Atunci din sean d ID 


mr n fam E — U) = LE] 


(7) e ERE gi) 3 Far Îi, da d a DAE iotreue ue mata 
DE RR E a AC]I) (8.36) 
ja — DE af DE Ur Oh e ă sau 


unde su 
T Ma [sie] 


ma OP Cpt oma stai Ă Ep pi pb aaa rai d E RR “i Mii 
Ut) == Rar = dr i Atu sa e ua îi VOB) 


i Caii PMI at 0 a ee ba d Li er Aaa, fc ani, i ala ă 
este energia poteriţială în cîmpul "central de forțe. : iii bi e n 
e pe e BE e Eee ie arii vies | ci 
8.6. PROBLEMA LUI KEPLER 
IE ti i 9 dă Siseiai Ca 3 i AI e se 


Să presupunem că a fortele sînt atractive și invers proporționale. cu pătratul 
distănţei. Acesta 'este'căzul' dtracţiei gravitaţionăle” sâti al: atracției: electroșta- 
tice (eaea lui Coulomb) : | 


. a: îi fe sa 


VĂ 


Le bi 


ga 1) PL, = | IL El ME, 
F 


În cazul gravitațional a =ymM, iar în cazul electrostatic a = — qQ/4me. 
Conform $ 8.4,.problema celor două corpuri se reduce'la problema miş- 

cării unei parțicule de-masă-redusă pu. în cîmpul central-(8.38), deci la problema 

ai ali ci (partea radială“ a miau cu energia Putea (fig. 8. că 


8. 39) 


Uri Sr 


aa 


[i 
POR O N E O RR a A. 


x z 


e e rm aer 


Barabolă, Penisu [i =0,r scie minim "(ia 8. 9). Pentru Q =2 r=p. 


Ecuația. (8.36)..devine:: 


. N 
= EItă zi 3 


DA au E [2 ue) 
V zu + rr V 2iz+ E e da “d 
r L ă 
0 =— arc cos ———— ok Oe. (8.40) 
di 2008 uiţi 


Alegînd originea de măsură a unghiului 6 astre) încît constanta de integra- 
re 0, =0 Și. introducînd notaţiile ă 


Pia o TE POSE, (8.41) 
aia au, ecnaţia traiectoriei în coordonate eliue 


a p i E ii PRIN d (8.42) 
1 ecos0 


Aceasta este ecuaţia unei conice (cu focarul în origine) cu parametrul p = "fa 
și excentricitatea e =c[a. Dacă e <l avem elipsă, e> 1 aia e=] 


Fie. 8.8 


Ecuația conicei (8. 42) se aline direct din ecualia lui Binet (8. 28): 


că ăi „ FUln E. a 


d e . stă =) pa 
Ș De pie 


d” 


Dar aceasta este o ecuaţie de tipul ecuaţiei oscilatoralui armonic! (+ 
ay = 0)şi are soluţia | 
dea za, Se Mei EI = A cos(0 — o. a poa 
i | - .. - A 7 | L2 | m. 
Alegînd-6, =0, 96 =0 va îl la r minim. şi punind constanta A 


«e 
sub forma A a =: — regăsim ecuația conicei (8.42). 
p 


i SPlpaep e loa 


a ziatiu E a 0 rezultă e < 1, deci traiectoria ia este eliptică şi semmiaxele 
sînt i 


tie AA tg 8 a E. (8.44) 
a a a 
1—e 2E Al — 2uE 
Cazul E<0 (dar ES i orerag ERA) PA reia corespunde stărilor legate (în 


„groapa de potenţial“ a energiei potenţiale U -- U' din figura 8.8). Pentru 

mișcarea planetelor A este periheliu, B.— afeliu. Semiaxa mare depinde numai 

de energie, pe cînd semiaxa mică depinde: şi de momentul cinetic. pă 
Din (8.26) prin integrare pe.o- ipesida dă a rotației, obţinem perioada 7 : 


L =2u9 _ ass d! sân 3, 
dt 
Tot 8 o ES ma] (8.46) 
PIE E —2B Ei 
3 “ati ae Aida Am ARD 


adică pătratul perioadei de revoluţie este. papi atadi cu cubi semiazei mari a 
elipsei (legea a III-a a: lui Kepler). - 


VU. d Va ta Et pp V3 avene - ce: 


cula vine de la infinit cu viteză nenulă. Pentru E =0, rezultă e = 1, traiec- 


toria este parabolică și particula are la infinit viteză nulă. 
Cazul E 3 0 corespunde stărilor nelegaie (în cazul electrostatic al ato- 
mului — stărilor ionizate). | 
În cazul cîmpului gravitațional, traiectoriile eliptice, corespund planeteior 
sau săteliţilor, iar -traiectoriile: hiperbolice corespund anumitor comete, care 
nu aparţin sistemului solar. | : 
Am obţinut mai înainte legile 1 și ÎI ale lui Kepler (valabile pentru orice 
cîmp central). Ecuația (8.47) ne dă legea a III-a a lui Kepler: 


| 20 2 
a = ymM ; > pi, — qi 3 Ar 1 as == const: (8.48) 
SE F E 0 ONE, E i a e a a 
“ “Bin urmare, legea a III-a a lui. Iepler (8.1) nu este riguroasă (constanta 
depinde de masa planetei). -. N AR E a ai ni et ugă 


2.7. CIMPUL GRAVITAȚIONAL ȘI POTENȚIALUL 
„i piu e 5 GRAVITAȚIONAL i iii: d pa 


ra Pe iei 


„+ Interăeţiunea gravitâţională â două corpuri se realizează prin intermediul 


cîimpului gravitațional. Fiecare corp „creează“ în jurul său un cimp gravita- 
ţional şi de asemenea suteră acţiunea cîmpului: gravitațional „creat“ de alte 
corpuri. Cîmpul gravitațional reprezintă manifestarea unei stări deosebiie a 
:mediului sau a' proprietăţilor deosebite ale :spaţiului și timpului. 


rela 

paine i 

Pati 
-, 


8.7.1: CIMPUL; GRAVITAȚIONAL i, 
age ge că afiliate (Ea "a Aa, ca 7 Age a dog rai e dai 
-"-" Intensital 

păi Ac A, eee IPN e ae ci at co AL aa II i NC în RS să Ea a de PA | N ă 
F exercitaţă asupra unei.particule punctiforme de ;probă“iși.masa acesteia m : 


-; n ! Ş “] PPR | grey 1 | A ir. 
ia câmpului: gravilațional se: 


defineşte prin rapoitul“dintre forţa 


ine 


a CE II. ă 4 
£ ă, E 


a => e y 
dei Îi sa E II 
d i acae Pe ia aa Na Bi araită 2 NE n pl ge Pus mI,. Yi i SA pi pr i (8.49) 
ÎN II i Se a PE Fă SE Si “1 ai git a RE a i _ 5 i ȘI “e d X 


E pa ! E arti pă ci aa NE iasi , =, aât = PI i E is p. E Sa, 
“Definiţia 'este analogă cîmpului electrostatic (E= F/4), mijucînd rolul sarcinii 
gravitaționale (masa'gravitaţionălă sâu'grea sau, încă, masa gravifică). Con- 
: : y , PI o. e iile „iată A 
form legii fundamentale a.dinamicii : F =ma, unde m este masă inertă, dar 
în virtuţea egalităţii dintre masa inertă și masa grea, rezultă.că o particulă 
m supusă numai cîmpului gravitațional I!. va căpăta o acceleraţie egală chiar 
- E bei ee i ati a nec ul St 20 cat n N cutite fe zi . ă 
cu Î', independentă de masa sa m, de natura substanţei, de dimensiunile sau 


dt 


de iorma sa: die taia aa ati | | 


> 


F = mi = ma, + Au - (8.50) 
(fii particular rezultă de-aici legea căderii corpurilor în vid (Li = 9)- 


"173 


+" +Cîmpul creat de o'masă punctifoimă rezultă din'legea atracţii universale : 
PRE ca 00 2 E e N Si oi e All 00 aa sia £ titprtai ii, dai eu stea j j i i ” i i 
ici Pt E me 0 Pi a ca Poe opri Ta de ai 

A 3 hi e cădeau i O CN e PRE ata (8.51) 


„unde semnul minus, indică, caracterul atractiv al.cîmpului, i 
„._ Energia potenţială a; unei; particule m în: cîmpul gravitațional al: particulei 
Meste O | i ca e lait n E a 


EN N iza i na ieruaa DI IE că d Bari A al 3 


e ci a Ia ic Pip ME SEE ii stea. „ii a ale emil 
*dya 2 Bari: mii 7. dap PE Ii (e59) 

AN 4: : o pai =, | 
pe Mat sila dz re AZER Ep fa aa "a Boom mm Stai ga di 0-a Ri E < 
cîmpul gravitațional este: deci un cîmp .corservaliv. Această energie este în 
același timp şi energia potenţială a celeilalte particule M în cîmpul lui m, deci 
este energia de interacjiine a celor două: particule : proporțională cu produsul 
maselor lor şi invers proporțională cu distania dintre ele. : i ii 


„+, 8:1-2. POTENȚIALUL, GRAVITAȚIONAL, 


Potenţialul cîmpului:se definește :prin! energia potenţială a particulei de 
probă raportată la masa acesteia sau altfel prin lucrul mecanic efectuat de 
forțele cîmpului: pentru a deplasa. particula; im--lăi infinit; împărțit la masa 
acesteia, ....,..-.:. E Se AR Pa. tra d Măi E pe ao ag lălee VOoieia e eee 

- - În cazul, unei.;:mase: punctiferme M.-;... ci pe 
m r 
| (diferența de potenţial între două puncte 
i este: minus. lucrul, mecanic“ a] cîmpului 
între aceste puncte). Liniile de cîmp în cazul 
„.2(8:93) sînt radiale, iar, suprafeţele echipoten- 
__ țiale sînt sferice (fig. 8.10) (liniile de cîmp 


- totdeauna se terinină pe particule). - 
8.7.3. ENERGIA DE INTERACŢIUNE 


Ei 


„„  Energiă. de: interacțiune a,:două .parti- 
„ss CUle Ma, Ma “se scrie acum + Ea gl 


(unde V, este potenţialul gravitațional în punetul m,) şi pentru un sistem de | 
; particule : Si aa PE 


UT SRI ua 854) 


se 


- 


(unde V, este potenţialul gravitațional în punctul m;): sau în cazul! distribu- 
ţiei continue a masei: 


"i 


îi „Urz pran tota af dtp) 


2 e 
2 


Tneagta.: de. interacțiune & a unui sistem de cartioiile, luată. cu semn a schita: 
bt, reprezintă energia de legătură a sistemului, adică energia necesară pentru a 
deșface sistemul în particulele componente, îndepărtate la infinit sau altfel, 
este lucrul mecanic care trebuie efectuat, împotriva forțelor de coeziune pentru 
a desface sistemul, sau, în sfirşit, este energia degajată la formarea. sistemului 
din particule libere aduse de la infinit. (Particulele libere nu pot forma 6 stare 


legată, decît dacă se elimină energie.) Exemple : energia de legătură a unei 
molecuie este energia necesară pentru a desface 'molecula în atomi sau ioni 
(energia' de disociaţie) ; energia de legătură a unui atom este energia de ioni- 
zare completă a acestuia ; energia de legătură a unui nucleu este energia nece- 
sară. pentru a descompune nucleul în nucleoni (proporţională cu. defectul de 
masă) ; eiiergia d de legătură a unui solid este căldura. de sublimare ete. A 


e î3 în 
A viii 
i 8 . te Li 


i a ă -. 
pai i L- În 
9 8 


8.7.4..CÎMPUL ȘI POTENȚIALIUL GRAVITAȚIONAL 


- Dimensiunile cîmpului:: (ŞI “potentialul pg sint: ete ic 


Pereti, 


„ii a ai) At Mae e 
sc tă dai Pisi ura = nisa în, SI, | ati, că “e. 56) 
ri mi Buena Ad 0 fi pa i ea : SD ul a. atei adiss oi i E sp E asi 


spea ce coincide cu dimensiunea accelerației; Ă 


ză 
U 
„= LU] 
ae pa „Am n) ICR Ei) : ii A 
tii i 200 pg = m? [se sn ST. e. 57 i 
ceea ce coincide cu dimensiunea pă ăi 

inatiuli vitezei. 

“Legătura dintre cîmp şi“ potenţial” 


zu aceeași ca dintre T0sţA. ui zei ini 
ptettială, ae ate i | 


= Lif a pi si fă ia i 


a 


IV Ip ici zar val Se> Va > b 
situ BE iasi data all d an pata eat de m FIBUBEE Cioc 
i DE E Ur ada seta tic i a să dbpbeaă „asi fe e Bat a Aa 50 00 tel fai gti 
sita itzi anti Dipiziii a Lina 27! Sit _0V, Ti e se 2 : i —9V: giră (8.08) 
= E CIZI "oieri ue Aa bee e Ma aa o gesa 


Cîmpul este: perpendicular pe suprafețele echipotențiale. Și îndreptat în sensul 


d a... 


Dar aceasta este o ecuaţie de tipul ecuaţiei oscilatoruiui armonic: (7 + 
+y = 0)7şi are soluţia 


aie Cainaut Mata no e a A cos 0-0) ia atat i 
Alegînd- 6, =0, 6 =0 va dies parle la r minim şi punînd constanta A 


sub forma A =— 


— regăsim ecuația conicei (8.42). 
P 


Fig. 89... fi 


ă Pentiti £ <0 rezultă e e < 1, deci traiectoria este eliptică şi semiaxele 
sînt 


Dig ese =Ve=F. = 7 (8.44) 
a (fi 
e iai ui ata AI a) i fai (8.45) 
1— e DE RE 
Cazul E <0 (dar ES Ey = — po?l2[2) corespunde stărilor legate (în 


„groapa de potenţial“ a energiei potenţiale U -+ U' din figura 8.8). Pentru 
mișcarea planetelor A este periheliu, B.— afeliu. Semiaxa mare depinde numai 


de energie, pe cînd semiaxă. mică depiiide- și de momentul cinetic. 
Din (8.26) prin integrare pe.o: „peridadă- a- rotației, obţinem perioada 7 : 


L =2u0 = 2 S-a ag 
dt 
pal S = o au A e «EREI : (8.46) 
Na 20 sl | =255 CR A 
i PRIN EP ue 2 ala SPETA (847) 
2F3 % 


adică nălralul perioadei de revolutie este pronortional cu cubul semiaxei mari d 


d) Pentru E >.0, rezultă e >. Îi deci. traiectoria. este hiperbolică şi parti- 
cula vine de la infinit cu viteză nenulă. Pentru E —0, rezultă e = 1, traiec- 
toria este parabolică și particula are la infinit viteză nulă. 

“:* Cazul E > O corespunde stăiilor nelegate (în cazul electrostatic al ato- 
mului — stărilor ionizate). 

În cazul cimpului gravitațional, traiectoriile eliptice. corespund planetelor 
sau sateliților, iar-traiectoriile hiperbolice corespund anumitor comete, care 
nu aparţin sistemului solar, pd 

Am obţinut mai înainte legile ] şi II ale lui Kepler (valabile pentru crice 
cîmp central). Ecuația (8.47) ne dă legea a III-a a lui Kepler: 

; 2 2 
a =mM; T* Ea - ie — a 2 Li E E == conste d, (8.48) 
ie ga a x cp MM Moe 


"Prin urmare, legea a II-a a lui. Kepler (8.1) nu este riguroasă (constanta 
depinde de masa planetei). a da Ea d Să în ae 


3.7. CÎMPUL GRAVITAȚIONAL ȘI POTENȚIALUL 

A. a -. GRAVITAȚIONAL ze dgpă eat e butei 
„+ Interacțiunea gravitâţională a două corpuri se realizează prin. intermediul 
cimpului gravitațional. Fiecare corp „creează“ în jurul său un cîmp gravita- 
ţional și de asemenea suieră acţiunea cîmpului gravitațional „creat“ de alte 
corpuri. Cîmpul gravitațional reprezintă manifestarea unei stări deosebiie a 


“mediului sau a proprietăţilor. deosebite ale spaţiului şi timpului. 


cita stu: 847.4 CIMPUL GRAVITAȚIONAL +; 


ei idila auzi 4 sie da sait app i Ă TA Ciseiy I 2a i : = op. i Ș : 
"- Intensitatea cîmpului grabilațiorăl se; defineşte prin raportul” dintre forţa 


T: exercitată asupra.unei;particule punctiforme de probă “işi.masa acesteia m : 


= def F Re = A , ua n . 
acea arte te pm tea Fi mei Am (849) 
tva APO SA Sci de % e a ap la ne “n îm E ; e + | AA . ee N: 
pai: i pt js P 


CE-I N: 4 e ad | a sai . def a 3 i bati A: a 
“Definiţia este analogă cîmpului electrostatic (E=— Fly), m jucînd rolul sarcinii 
gravitaționale (masa 'gravitaţionălă sau grea sau, încă, masa gravilică). Con- 
form legii funda mentale adinamicii: F = ma, unde m este masă inertă, dar 
în virtuțea egalităţii dintre masa inertă şi masa grea, rezultă-că o particulă 
m supusă numai cîimpului gravitațional Î). va căpăta o acceleraţie egală chiar 
cea + CRC ue e a aa ir viii leat, Să Ea Sepi aaa DEA ceea ali ta ȘI . za 
cu Î?, independentă 'de iasa sa m, de natura substanţei, de dimensiunile sau 
„de forma sa: | 


: $ 
est ici 


] aa a A 
.. i pote 0 e IV 


— => 


cita, mel, O —O—24(0550) 


o 


(pă A e F E Se O > -- 
“în particular rezultă de aici legea căderii corpurilor în vid (L = 9). 


"8.8. FLUXUL CIMPULUI GRAVITAȚIONAL . . 


8.8.1. UNGHI SOLID 


Un element de suprafaţă 'd$ se reprezintă printr-un vector perpendi- 
cular pe suprafaţă şi de modul egal cu d$ (fig. 8.12), 

„Fluzul dD'-al cipului ÎN prin acestieleriient d$ se defineşte prin produsul 
scalar : să ÎN. ia E da iz 7 lat apele, TE Ep oc Bt DEEA De ut a e Rat Se cuci E o 
ă def. = 


o Bas a T d5ieosa. 3 De AS TIS) 639) 


Ra Di îi eg mea 2 ca 
î si ie RE a 
n A aa 
a dei E | N 
? 
1 ii 
spate 
sp at 
(+60 
e CI E 2-20 i OEI Rd Lac Te a dă sipie ? i Pu SP: ş ARS ee a Ca IS) 
a nai mai EP IEDNE E SĂI aere zl Pe met păi ala, DAE a an 
Fig. 8.12 ? i Fig. 8.13 


adică la flux: nu'contribuie. decît componenta: normală: [a cîmpului:sau pro- 

iecția ariei dS pe planul normal la cîmp. O 

:uz Fie un con oarecare:cu,vîriul în O (fig. 8.13), .... 

> Se numeşte unghi solid sau spaţial, definit deiun con, raportul dintre aria S 

interceptată de con pe o sferă cu centrul în vîrful conului și pătratul razei sferei : 
dafin PT ra nasti sai zi put ii: SN er 
ase „SRO. pe ta me 0 gI00) 

Unghiul solid nu depinde. de raza sferei alese și coincide numeric cu aria inter- 

ceptată pe'Sfera de rază unitate. Unghiul solid se măsoară în steradiani (sr). 

Unghiul solid elementar -dO -sub cate. se vede din:origine un element de 
suprafață 45 este evident;-(fig. 8.14) :.. 
tr | e SE LE 


di Mesa Poole ez Eee vot MERE AER MR 2 


[E 009 PIN LE AIR mu a d 
E a aa a PN i T, e 00 ONEA ca A stă „ia aste 

Unghiul solid sub care se vede dintr-un punct un semispaţiu este evident 
27R'|R* = 2m; iat unghiul solid total din jurul unui punct este 4xR|R = 4z. 


Pui 
A Z i 


„25 8.8.2. FLUXUL GRAVITAȚIONAL 


Să calculăr fluxul fotal al cîmpului creat de o sarcină punctitormă m. 
Înconjurăm particula cu o suprafaţă închisă oarecare şi considerăm un element: 
de suprafaţă d$ cu. normala orientată. spre exterior. Fluxul clementar prin 
acest element va fi (fig. 8.14): E: | 

— 


de-a 05 i ţa ma, (6.62) 


E fe ata 


unde 


adică este proporţional cu masa particulei şi cu unghiul solid sub care se vede 
acel element de suprafaţă din locul unde se atlă particula m. Integrind pe toată 
i citi a rezultă : . | 


d -$ Bas ma = — tr. Ea e 6.69) 


d more Fig, 8.04 

pia RR) LI 
Semnul minus arată că fluxul-este îndreptat spre; interiorul,sferei (particulele 
m sînt „izvoare negative“ de flux : liniile de cîmp se termină pe ele). 

:iDacă: particula! ar-fi. în:exteriorul 'suprateţei: încliise, atuhci fluxul: total 
sia acea suprafaţă închisă ar fi nul, deoarecă pentru fiecare:element de:supra- 
faţă există un al doilea situat în acelaşi unghi solid elementar, astiel încit 
„cele două fluxuri elementare sînt egale în modul și de sensuri „opuse. În inte- 
riorul suprafeţei Ape lise, nu avem izvoare și, toate Jiniio. de Cimap. care intră, 
ies. trase sâni ec, E Su „i . - Sta sas d e va 

Dacă avem mai uita santitile, ini iesita. contribuţiile das uita 
(teorema lui Gauss) : 


i -$ 48 = 2 Arp 9 ui, = da M, (8.64) 
4 oz meat, E A dă e Age în au E 

M-= SMmg = | p dĂ;::(am-= AV): pe te mg (8.65) 
* ii Ri. z. fe ded i = sit, Be Te, A zi iși : 


este masa particulelor. din: interiorul. suprafeţei :închise considerate;. : 
8.8.3. EOUAȚIA LUI POISSON 
“- în cazul distribuţiei continue a masei, integrala pe suprafaţa închisă 
din (8. 65) se poate transtorma.(in anumite. condiţii, de continuitate și deriva- 


bilitate) în ciuci, de, volum (conform unei teoreme a. ui, (iauae) 


"Qfat <div, i e 66) 
S V 


unde divergenţa vectorului Îi este prin defsnapie scalarul : 


dvi =, + +7 pi d 2, by Bal. (8.67) 
y 


„ Combinînd cu (8. 65) rezultă îi sasa ID, îi 
ja av = — aer fe as aVsau div =— mp (8.68) 


i: RE V fiind abia) şi indigenă PERIE E 4 (8. 58), obţinem ecuația 
lui Poisson :. 


27 27. at 
ap iza av Esi, po i + e = dap, (8.69) 
dz . 0y. z 


unde lap fsaui Ar este laplaceanul (operatorul lui Laplace): 


lapf=Af=- ZE 21 4 21 - (za te e 


2 2 pă 
E pu lat da (8.70) 


la =A= — 
. dz? Oy? 022 


Ecuația lui Poisson (8. 69) re permite să atlăm potenţialul Y şi "deci câm-. 
pul gravitațional i == grad Y, “dacă  cancașten « densitatea ? de „distribuție 


a masei şi condiţiile: pe. frontieră: 30 see 
e pei E BN uta gti e ai ae BR pe în O ate Pa 
sie SEI Bt a set a i Eșă DE i i Meila, pt ata 7 a na IE) 
„ii anti. ad uiti bă aan aaa i a pda o aee de-o gta tate: Sf pe cetera oh e 
8.9. CIMPUL ti eu aa AL UNEI lea OMOGENE -.: 
ai taria 3 SĂI pa E apărat, „dia Prpatate 0 0 Îi pice sea ae d 


i = ep MIA L 


„89.1. CIMPUL ȘI 1 POTENȚIALUL, 


Să calculăm iii cotă iata al unei sfere omogene (sau formată 
din pături omogene) de masă m şi rază R (fig. 8. 15). În virtutea simetriei 
sferice, cîmpul este:radiul şi: dependent; numai de r.: 

a) În ezieriorul sferei teorema lui Gauss ne dă (integrăm be: sfera de rază r, 


ţinînd seama: că: Desteziradial şi;constant pe:această sferă): pa poi aie 
Rea Că 30 E Pearl A, va 


. 71) 


Prin: urmare, , cârmpiul graditițional al unei sri  oriiogeiis: În osteriortl ci i coincide 
cn tipi unui punct material de măsă îi Siiuat în centrul sferei; i id 

+a fel, expresia (8.53) a poteaţia iul, se.- ADICA și în exteriorul unei skere 
pt : 


„fa dat pp Sia a Mar e pt Al vai 


„i b) În interiorul sferei :omogene,: aceeaşi teoremă ne dă :: - : 
d. 4 ase 0 ae eg de “pa rupe i pn A Za 8 ă 


ÎN ORI O NOINE A ai Dual At, ti IN Ac Aaa 
„n VAzr = — Aa S — Amojp ret Di ip gr, 
: : s. Sic oa, ue Rea î ? 3 fi Lb în î3 E pă clzie i TR, 


pg tă 


unde m; este masa sferei de rază r, interioară faţă de punctul ales. : 


ae 00-A II DR N ai, 


Hiperbolă 


2 _ i. m 2 __ 3 m zi 1 "m p? 


2 DA . pa 
În centrul sferei (r = 0) potenţialul va fi | 
PI: O 


dă Mese (8.74) 


8.9.2. ENERGIA, POTENȚIALĂ GRAVITAȚIONALĂ 


Energia potenţială gravitaţională a unei sfere omogene se calculează cu 
ajutorul, lui (8.55); . - 


dm = pân? dr, U SA V dm = — si bile PI E ră dr = — E “p e, 
| cit pp RE at i i ati 2 ema Steer pia ; Cre NR? i i mu SAI :5 


Energia potenţială (8.79); luată cu semn schimbat, reprezintă energia de 
legătură gravitațională, adică energia necesară pentru a împrăştia particulele 
sistemului: lâ infinit sau, altfel, lucrul mecanic care trebuie efectuat împ otriva 
forţelor grăvitaţionale pentru a desface sistemul în materie diiuză împrăștiată 
la infinit sau, în sfîrşit, energia care se degajă la formarea sistemului (prin 
acţiunea forţelor gravitaționale) din materie difuză împrăștiată Ja. infinit. 

Astfel, energia de legătură gravitaţională a unei sfere cu masa m = 1 kg 
şi diametrul 2R = 10 cm, este Ea PD d 

Dacă raza sferei scade, energia potenţială scade (creşte în valoarea abso- 
Jută). Diferenţa de energie potenţială se transformă în căldură. Asifei se ex- 
plică în parte (Kant, Laplace, Helmholtz) incandescenţa stelelor, presupuse 
formate din materie cosmică ioarte rarefiată, prin contracție. gravitaţională 
(restul energiei provine din reacţii nucleare). . PRE ie a 


3.10. ACCELERAȚIA GRAVITAȚIONALĂ. 


d) Considerînd Pămîntul sferă omogenă sau format din pături - sferice 
omogene, putem aplica formulele de la punctul material. Fie M, R masa şi 
raza Pămîntului, m”— masa unui corp la altțitudinea h. Atunci, 


o mg 8.77) 


PE *M _ Be Ms E Ș. [ Rai ) E ai pedale 
n 3 fe 3:09 = Joal: deea 8.78 
9 (RAE do = FE ici ru 2 În (8.78) 


unde g, este accelerația gravitaţională a: nivelul mării. Cîmpul gravitațional 
terestru coincide cu vectorul accelerației :gravitaţionale. . 
Pentru înălţimi mici deasupra solului (n < R) avem aproximativ : 


oil dep ap ea MR 2 
SRC RDR a ie aa ue e 


dea E 


a = const + mgoh; (8.79) 


mM . .: mMh 
ui 
R EI Ri 


cea E IL €. pf ODA Lc FE 
A aa ia Pal N-ar HI E a Ă A a hot Repet aaa , i & sentru! h & R. - 


(8.80) 


În 1930 a fost adoptată următoarea formulă pentru g(2 — lâtitudinea, 
ph — altitudinea în metri): zi 


g .— 978,049(1 -+ 0,0052884 sin? e -— 0,0000059 sin 2) — 0,0003086 h; em/s?. 
(7. 0.83) 


practic nu variază. Precizia. măsurăto- .. | 
“vilor este foarte mare. . .. tab Big, 817 


b) Cunoscîndy, R şi: gs putem calcula masa Pămîntului din (8.78), precum 
și lensatatea medie : 


u = pre 36 poe ii sia „m = 5,5 gem: :-* - (8.82) 


În realitate, scoarţa terestră are o ata 2,5 'g/cmt, de unde rezultă că 
densitatea nucleului terestru trebuie să fie mai mare de 5,5 g/em?. . 
Energia de saună, gravitaţională a Pămîntului! rezultă din (8. 75): 
—U = 2,25-10%*J ui 
Pentru o azialie mică a razei, obţinem din (8.75) prin diferenţiere : 


2 , 
A e pa AR e a 8.83 
ZT î | (8.83) 


Dacă raza terestră s-ar mieşoră cu 1 m, prin contracție gravitaţională a 
globului, ar rezulta o energie 


—AU 35 1023 


ale i scia un ilian de ori mai mare decit proăveţia mondială anuală aline 
de Ele electrică (= 3-10: J). . SN i. 
Masa Soarelui M se poate, calcula dia (8. 48) : sc de, ii 


Ei a-ti mie £ 1000484) 
Di E ac Ap A ea E a A 00 E arta 


unde a = 149,5:10€ km este distanţa Pămînt—Soare şi i perioada de Tevo- 
luţie a Pămintului (1,an). .. 

c) Acceleraţiă „gravitațională, “derestră Variază. pe suprafața, Păinîntului 
datoriţă denșităţilor,, diferite ale; straturilor geologice (pe aceașta se, bazează 


şi o. metodă de prospecţiune geologică pe baza anomaliilor gravimetrie€). 


Variaţiile lui g se pot măsura cu ajutorul barometrului universal al lui M. V 
I.omonosov (1757). (fig..8.17). În balonul. A este aer, iar în balonul B Esi 
mercur, deasupra fiind vidul, baromătric. “Aparaţul, esțe, menţinut la OC (într-o 
cuvă cu gheaţă şi apă în echilibru ter- 


mic). "Temperatura aerului din A fiind 
anusfa a, se aplicăclegea.: Boyle- Mas... Ap 


d... 


librată de, cotpana, de r mercur:; Lp. i, = egh. d 7 Și 
Dacă! 9 yariază, variază P. deci şi Yo-. AȘ SI | 
lumaul aerului, din A, deci meniscul MA DE 
sc, deplasează, în tubul, „capilar, „Deca: sita ÎN 


RAE suprafaţa S este foarte mare față 


de secţiunea capilarului, înălţimea h 


8411. SATELIŢII ARTIFICIALI : DE 


Sateliții artificiali se supun legilor mișcării ale i eplea e a 
pentru simplificare orbite circulare, avem : i: 


mM mw? _ i . $ . 
| == ..: ară = mg pd Fi [/i == 9o A (8.85) 
ăi (R+ h). a 0 Ra RA h pi cl Fim “RF h, piata A - bt 


de unde ; viteza şi perioada satelitului : 


n PV ARRFD.= i 


RA h 


(8.86) 


ie Ă E i i R-.. „9 E: & A 


La nivelul mării rezultă (prima viteză cosmică) : 


WR 2 7,9 km/s, i = 2m/Rlge x 1[n 25 min. O (887) 


* Pentru a putea părăsi definitiv cîmpul de atracție terestru, corpul-trebiiie 
să aibă o energie cinetică cel puţin egală cu ener gia sa potenţială sau cu juetul 
mecanic efectuat împotriva forțelor de atracţie: --: 


co! 


re Ă ie 


km 


[Ei dr. "ori SV) = 2. op == 112 „ (8.88) 


— M9oR E 


: „P 
— cea de-a i ddua viteză cosinică. ai 
Există și. oa. reia viteză cosmică, necesară coipului pestru | a putea i ieşi 


din cîmpul gravitațional al Soarelui, deci pentru a părăsi sistemul solari şi-a ieşi 
în spațiul cosinie , interstelar (între 13 și s î2, km/s, li lansarea de pe Pămint). 


d ii 


"8.13. MASA INERTĂ ȘI MASA GREA. 
„PRINCIPIUL ECHIVALENȚEI Li ABIA 


8.12.1. MASA EATA Și MASA GREA îs 

În legea fundamentală a dinamicii intervine masa inertă sau inerţială 
mi, a corpului, adică măsura inerţiei sale, a tendinței corpului de ași păstra 
starea de mișcare rectilinie uniformă, și, “dea se” opune, reacționa, lă torţe apli- 
cate. În legea. atracției universale intervine masa grea sau gravitică (gravita- 
ţională) mg a corpului, adică proprietătea masei de” a genera un cîmp gravi- 

taţional şi a suferi influenţa uni edr gravitațional : E 
PF ma, Fo — pe (8-89) 
pr? i %, Dap, ca od acte 


i 


intervine miasa incertă: 


„Aceste legi fiind independente, s-a pus problema dacă masele inertă şi grea 
Sînt. diferite sau reprezintă o: aceeași ! :mărime fizică: Experiențele de -mare 
precizie ale lui Eătvâs au arătat că cele două mase-sînt: proporţionale, și în 
unități adecvate (de exemplu, în SI); sint'egale (primele experienţe au fost 
făcute chiar de 1. Newton). Experienţa lui Etvâs se bazează De: faptul că 
greutatea aparentă a unui corp esteega-. ÎI st aud i 
lă 'în modul cu tensiunea din firul de - .. ci Au acd 
suspensie (fig. 8.18) măsurată de exem- : 
plu cu un dinamometru. Direcţia: Birului i, 
de suspensie. ni coincide „cu. direcţia. 


înjasâRcosy, ab 
razei terestre. În adevăr, tensiunea. 78 E a SĂ fa 


din fir, compusă cu forţa de atracţie rar 


vitaţională:m g;: în' care intervine masa. 
grea, trebuie să dea forța rezultantă 

centripetă (din cauza mişcării corpului; 
pe cercul „paralel odâtă cu rotația diurnă ... 
a Pămîntului), MoR cos e (conform. 


legii “fundamentale 2 tă = mia), în care, 


Pentru dt de fiere a rezhită : 
mut “R cos sing... E E tor iti 33 


aa 4 : Sei cos e sin e. i iei ee d _ ni 


Seti epe 2 atRe cos? id i Mii age Pai A Mii ete it Su Mau . 
„a i Pa iţi îi e ap (pie E ai EL ci aa, Fie. 048 Ta e 


"Dacă masele ăi pi “sînt proporţionale; unghiul a va fi acelaşi pentru toate 
Me (adică direcţia firului de suspensie rămîri€ invariabilă dacă schimbăm 
corpurile. suspendate), „ceea .ce este, confirmat, de experienţă... rin Dia, 


inerția, şi gravitatea: sînt. proprietăţi. ale unei mase unice; in iii! 
3 S-ar, putea construi uri, sistem, de; iei al în: care iz 1, 


Atunci. dimensiunea, „forţei! ar. 15, Pe ce Boat opta fa ate bout Să cai tiu, atit 
în i sălii, în legea A i acri d dinamicii ai apărea + un m et pi 
a Ei ca sul N: 3 aa LE] ML 03 iz 2. 
ici Meu ip = ma, [i]. i se = 1 :MT, (8.92) 


VE Sh a “ra] [a]; MUTE 


avind, valoarea le caii =i10%16,6 SA (ji ăi fă Sistemut SI: este” deci un 


sistem.:,dinamic“ (sau: imsepialle)e poală 0 Calle 3 Meila 


* oa și 
Pf catea iei NE Aaa ți CAS FI 
i Re Asi ale aaa apă 


8, 12. dn AAN CIPIUL EOHIVALENȚEI 


SE LE e Ei mii î pate, să „ii . 
papa 09 die. i 35 


d După” cum am vaze, “$ d patit și dagsă m aliată fotr un cimp “gra. 


vitaţional fi capătă [) accelerațiă : a =Ţi, independentă de! masă: „particulei. 
Pe de altă parte, 9 partieulă/ izolată, considerată într-un, SR neinerţial, care șe 


deplasează; cu'acceleraţia a: 2: faţă, de SR inerțiale, se comportă ănalog, anume 
i A pt 


âre o acceleraţie — ă, independentă de masa particulei. “Fie de: exemplu, o 


rachetă care se mişcă în spaţiul interastral, departe de stele, astiel încît cîmpul 
gravitațional să poată fi neglijat, Cît timp racheta se mișcă rectiliniu uniform 

față de SR inerţiale (de exemplu, SR: astronomic, legat -de stelele „lixe“), 
“toate obiectele din rachetă vor fi în stare de „imponderahilitate” în poziţii 


indiferente, fixe, faţă: de rachetă. Dacă racheta, capătă, o. accelerație i faţă 
de SR inerțiale, toate obiectele din interiorul, ei Mă cădea“ „cu, acceleraţia 


- 


—a, corespunzător forţei complementare: T, Rima: Dar, : în: același: mod 
s-ar comporta corpurile din interiorul -rachetei, dacă, „ea-s-ar: mişca inerţial 


şi în schimb ar acționa un cimp gravitațional omogen Date ii d, generind forța 


de greutate P=mt= Fe, Nici o experienţă! 'ofectuată Mii interiorul” rachetei 
n-ar putea 'distinge dacă: ne aflăm într-o rachetă în mişcare acte 


celerată faţă 
de SR inerţiălă sau ne mișcăm inerţial. seca il dia dar ne; aflăm. într-un 
SUE gravitațional echivalent d ap Ela 270 tag te ateste 


' Reciproc, dacă racheta se mișcă liberi: îitr-un cârapi” grăvitițional R, de 
exemplu. un satelit artificial în cimpul :£ gravitațional, terestiu, „âtunci” ea 


P Lisi 


capătă. o. acceleraţie a =.F, deci constituie un SR ncinerțial în mişcare cu 


e 3 
această acceleraţie (în cazul satelitului, accelerație” gravitațională, 9). Dar 


comportarea obiectelor într-un SR neinerţial:în mișcare: Cu acceleraţia a d'este 
identică, după cum am văzut,.cu comportarea, lor: într-un: SR. inerţial în care 


ar acţiona un cîmp gravitațional Se care tocmai compensează cîmpul gra- 
vitațional. dat în care se-mișcă liber racheta. Ca rezulţat,. obiectele din inte- 
riorul rachetei devin” „imponderabile“ icomportindu-se-la- fel-ca- într-un SR 
inerția! și în absenţa cîmpului gravitațional. Prin urmare:-considerind-mișcarea 
față de un.SR .neinerţial mișcat adecvat, putem „anihila“ (local) cîmpul 
gravitațional, Un alţ exemplu celebru, este, „aliltul lui „Einstein“. „Dacă, diftul 


: _: 
cade, liber: cu “accelera ia. gravitațională, 9, toate. “obiectele! din. itabină. devin 


imponderabile. (cad. larfel, cu aceeași::accelerație g; ca în! experienţa cutuibil 
lui Newton), ca și cum liftul:ar sta: 'pe loc şi ar 'dispăreă. cimpul grăvitaționâl. 
Reciproc, dacă liftul--este “tras verticaâl! în sus-cu acceleraţia g,, toate obiectele 
din cabină devin de două ori mai grele, ca și cum liftul arista pe'10€ şi cîmpul 
atatea s-ar dubla. | = să 4 


“Comportarea identică “corpurilor într-un cîmp ) ravitaţional şi într-un 
SR neinerțial constituie principiul echivalenței dintre, gravitație. și, inerție 
(dintre forțele! 'de gravitație şi forţele de, „imerţie). Acest principiu rezultă din 
egalitatea dintre::-masa-inertă şi_masa grea! şi stă la baza teoriei relativiste a 
gravitaţiei (teoria generală â- rălativităţii creață de A. Einstein în 1915-1916). 


; Trebuie..însă observat-că echivalența amintită are -caracter local (pe în: 
tervale mici de spaţiu și timp) şi nu global, cîmpiurile gravitaționale reale fiind 
totdeauna neomogene. 


Problemă rezolv ată, o navă cosmică de masă M = 12 t se mişcă în jurul Lunii pe o orbită 
circulară la altitudinea. h1==100. km. Pentru a trece pe orbita de aselenizare se conectează pentru 
scurt timp motorul. Viteza de ejectare“ a gazelor, u = 10 ler. Raza Lunii Res = > d 7: 10 ti 
acceleraţia căderii libere a suprafaţa: Lunii, Du 16: mist +... E a pt 

a) Ce. cantitate de combustibil trehuie consumat pentru: ca, prin conectarea motorului în 
regim de frinare în punctul A al traiectoriei nava să aselenizeze în puhctul B (fig. 3.19, a) 7 

„__b) În.a doua vari iantă a aselevizării,. i se comunică: navei, în punctul, A: un: impuls. îndrep- 
“iat spre centrul Lunii pentru a o trece pe o orbită tangentă la Danii în puncțul C (fig. 8. 19, he 
„Ce cantitate, de „cowmibustibil trebuie consumat: în acest. caz?..: ra dea e 


Fig. 8.19 


Rezolvare. a) După impulsul de [rinare. nava are viteza E în acelaşi sens cu viteza » 
de dinainte. Conform legii lui Kepler nava se va mișca pe 0 elipsă cu centrul Lunii în focarul 
eclipsei și cu viriurile elipsei în A („apogeu“) şi B(„perigcu“). După încetarea funcționării mo= 
toruiui scriem ecuația conservării energiei mecanice (cinetice şi potenţiale) şi a momentului 
cinetic faţă de centrul Luuii (pentru punctele, A, B)i 


Car cnăgjat cap 2200 e În ca 2 vopovoti g EO=> Dia), 
i pi 3 a ua, at Ra 


(A — mov (Ra + b) = (MI — movuRr 


Din aceste ecuaţii obținem : 


o, 2 MR îi 3 23 
dt dă RU + DD QR + OR Rae) 0) t IL) dar; + ra 


unde ata ținui seama că PR = AI P jRz 
Viteza iniţială a navei se obţine din legea fundamentală ; 


_MM Mo e: Ra e i 
Ra + hd Rh Ni Yi 2 V DEI FIE 6 imp 
( D ) | 


Siri ien conservat ca “impulsului” în procesul, de tririare 


Mo = (II — mooa + Mo +u), 


de unde 
(M — ma.) (2 — o) : = mă. i S 
Dar N i PR ati IC I-L i da e ei . că ş Ea SIRE. A Ra pari o itti — 48 
SAD Pasta Piata i e 2 EA că Pie e oaia Mila oa i RL pei Ma 
a-i] 02 (8 222 DE Si PN 
Ruth 2R+h) |. er 1 e NaRz a 
Roll ezită = S R.24 me za 
| i si : pă pes ză se A pi ȘI 4Rz 3 | AR, (gta | | | 
În sfârșit, 3 e 19 eg Ste tie ÎN ce intari 08 mt Mia dial a d 3 
at, îm > MT a MI 2 29 kg 


Se poate folosi direct: formula lui Meşcersii : ii 88 


Pal ea! Mama ie be! [1 e Pe 3) pă, 
“M: — Me 21 — ml Pa d “A M 


b) Scriem conseryarea energiei : 


BAM — mo i (ar — monta Ms (01 m) 
Bi h 2 a Ia? 


Să 


SI ar - — moi 


i = pp? + RI 


unde v, este siteaa imprimată radial către cerirul Lunii, 
Scricm conservarea rhomentului cinetic (faţă de centrul Lunii): 


(M — moo(Ri + b) = (MU — - moveRz 


unde componenta v, nu contribuie evident;la momentul cinetic. 
Din aceste ecuaţii obţinem: 


pita) a Da ci 2.98, ms. | patit e : 


Bin, conservarea. impulsului pe direcţia radială, avem i. 
0 = (MU — mo, * — i e: 


FIRII 


au rii 2 115 a, 


PROBLEME 


9.1. Să se calculeze cîmpul gravitațional I al unui incl subțire de masă m și rază R, la 
o distanţă z de'centrul inclului, pe axa acestuia. La ce distanţă cîmpul este maxim şi ce va- 
loare are? 


R. Ti IN 5 2 = 27 o. SE, 
AR i E [£ sa “oR:f3 d 3 Ca 


ia 


9.2. Două sfere omogene do raze R, A şi mase 72, aflate la distanța i dintre centrele lor, 
pornesc din repaus sub acţiunea forţelor de' atracţie Ei i Cu ce viteză relativă se 
vor ciocni ele ? i 


= y 1 
Ba op=|f amara fa) 
4 | / YUR =) RR, | ari ÎN 


8.3. Două particule de mase mp, aflate la distanţa ? dintre ele, pornesc din repaus svb 
acţiunea forţelor de atracţie gravitaţională. După cit timp se ciocnesc ele ? 


i. SE i Ia 


Xa 27] SIA: i E : : 
2 | mm) £ 


9.4, Un corp este aruncat E certical în sus de ja suprafaţa. Pămintului cu viteza inițială De 
Neglijind rezistenţa aerului, să se afle la ce: înălțime maximă sc ridică corpul și BRL de 
urrare (se ţine seama de variaţia lui g cu slȘitodinea). 


n, hmaz = == NR E po Li = e 09 d A 29R aresin Po -: 
2gR — 29R— 00| - V2gR=vi V2gR 


9.5. Un corp de masă m cade de la- înălţime .mare î, fără viteză: inițială., Neglijiud. rezis- 
tența aerului, să se afle energia cineLică cu care ăunea sie i la snprala ţa Pămintului şi timpul 
da cădere. i aa Pe: Pai Me 

n, E, = mgh i ff a] + h va t A a a A aipau i AI 

E e RR ti si 29 a te at ci ae i 


“a, 6, Cuhasătad diăță anului p 2 = 365 zile = 3, 16. 102 s, dliliuța Păminţ — Soare Ra, 
=. 150:10 km şi unghiul sub, „care se vede de pe, Pămtut. discul solar a == 97, să se caleiteze: 
acceleraţia gravitațională de, cădere liberă. la, suprafața, Soarelui. A 


Ţ, ase E + o Rae ae 270 mit sta ce Sali ba 


9.1. O planetă doszrie o elipsă cu excontricitatea e,  Ştiind Viteza o, a planetei. fug peri- 
naliu, să -se afle viteza ei, la aleliu. - ema i i 


ID, v: = 28 


l-+e | 
3.8. Pentru mişcarea unei planete în jurul ist a o eclipsă cu semiaxa mare egală cu a, 


* 
= 


1 II 
să se arate căi a) ot=yM - Îi îi ) On = 352 ra si, Voia = dm unde via sint 


= , 
n 
vitezele ia estren'tăţile unui diamatru al orbitei și Da = dea 


0.9. Un satelit se mișcă pe o orbită circulară de rază r cu perioada de revoluție T, Dacă 
i se imprimi satelitului o viteză radială z sau o viteză suplimentară tangențială u. el trece pe 
o orbită eliptică. Gire va fi noua parioadă de revoluţie în cele două cazuri ? 


a dă j UAI 32 e: e: Ţ.. i sai Fan. SE Se E 
a mei mea epopeea i 
d 2ar (2mr %r gi 10 Basel 


ET] 


8.10. Pentru miștarea unei planete pe o orbită eliptică, de excentricitate e şi para metru P 
să se deducă ur:nitaarele formule pentru componentele vitezei i 


SE a E e crema Var 000 aia 
i pa esin 0, vg = (1. + e cos) 
CI sia *A *sEIHI 7*j Sp 4 1 ] LL) 
respectiv d A ză SIC ai - surge poz pioase + MN e A 7 Via sa i SU iar dap asia 
| FL: me mu ăi Păz 9 PRE asa 
“ aia iu Dai a «TR Al aia 


Li MR 7 FIA & pe Fi . . . Ei S că CR . 


„+ Să se arate că'uoioztatul vitezei c3te un cere 'cu: raza! E fas “i-centrul: în| Z p- e piei 


i sa Bd 
TI i 
respectiv (o e |). | d 


"2.11. O cometă se mişcă: pe: o otbită' parabălică' de parametru pi E dn periheli viteza ei 
este v,. Să se afle viteza cometei ia distanţa r de: Soare. 


ME mcina E. 
aa AL: 


i SAR i i 3 i A 


„9.12. Să se arate că na mișcarea în Sina PeDlaly energia cinetică se poate scrie sub forma i 


ie * 5 = 
Fr SR . a Bei ge N aaa i "Aaa pă 0 5 şa. 


az = (429) 
am A d0 


3.13. Un punct ierni. se mişcă sub acţiunea unei i for je centrale într-un îneăăiu rez istent. 
Să se arate că oricare ar îi legea lor ței de rezistență 9 PRIRO INU sii ie o în aockare ie plană A cărei 
plan trece prin" centrul forţei. i | 

9.14, O particulă de masă m, sub acțiunea unci “forţe centrale de atracţie, descrie un cere 
de rază R, centrul forței fiind situat pe cerc. Cînd par ticula. se găseşte la distanță 2R ae centrul 
forţei, viteza ei este v,. Să se afle viteza particulei şi Legea îor gol i SDuCAIA ! de i on Fr pînă la 
centrul forţei, zl II PA că, A 


BR, V= pila A, = — a vars, 


9.15. O navă se dotata cu viteza unghiulară co. Pe navă Gtistă un vâlânt căreipeate îi rotit 
deun motor în jurul aceleiași axe ca și nava (fig. 8.20). Știind momentul de inerție al vo olantului 1 


Fig. "8.20 


şi al navei întregi Ie, să se calculeze ce e lucru mecanic trebuie să ina ueze. motor ul peniru a opri 
rotația navei. S - > 


8.16. Știind distanţa minimă ri (per iheliu) şi cea. maximă r. (afeliu) ale unei planete de 
masă mm, faţă de Soare, de masă M, să se alle perioada de revoluţie T și momentul cinetic L 
ale planetei [aţă de Soare. Se dă constanta gravitaţională “. 


RTV Gr, L= mVăgMrurs ri + 7; 


9.17. Stiind perioada de.revoluţie T a unei planete în jurul Soarelui, să se calculeze în cît 
timp cade pe Soare (neglijind dimensiunile Soarelui) un corp dela o distanţă egală cu -raza 
orbitei planetei. | | 


N. as = THAVZ | RAU 


9.18, Să se calculeze presiunea p datorită gravitaţiei, în interiorul unei slere omagene de 


masă m și rază R (se dă constanta. gravitaţională %) (grad p= el). 


| | CAPITOLUL 9 
+ CINEMATICA: MIȘCĂRILOR RELATIVĂ 
po  SIABSOLUTĂ 


-- Mişearea corptrilor este totdeauna studiată în raport cu un:SR. Oricare 
ar fi SR ales, el se află la rîndul său în mișcare faţă de alte corpuri. Este im- 
portant de știut cum se schimbă mărimile fizice cînd trecem de la un SR la 
altul, ce este intrinsec (absolut), independent de SR și ce este relativ, depen- 
dent de SR ales. X Sa 


9.1. MIȘCĂRILE ABSOLUTĂ, 
- RELATIVĂ ȘI DE TRANSPORE 


Fie două SR ; unul din-ele se consideră prin convenție fix (S), iar celălalt 
va fi atunci.numit mobil (S'). Mişcarea corpului faţă de SR fix se numește 
absolută, iar faţă de SR mobil — re-. | | 
lativă (Mariotte). Mișcarea SR mobil, 
împreună cu toale punctele legate rigid 
(solidar) de el, faţă de SR fix, se i 
numește mişcare de transport sau de ae dară 
antrenare (fig. 9.1). 


Ş Corp , 


„Mișcare 
relativă 


Exemple : a) Mișcarea unui pasager faţă de 
vapor este mișcare relativă, mişcarea aceluiași 
pasager faţă de occan — mişcare absolută, /miş- . 
carea vaporului faţă de ocean — mișcare de E ş: ; 

mob 
transport. Ş fix scurs ua 200/l 
--- by Mișcarea unui satelit față de  Pămint pă, - Fig, 9 1 matii 
este“ mișcare relativă, mişcarea aceluiași satelit. .. E Ra 
faţă de Soare — mişcare absolută, mișcarea Pămîntului faţă de Soare — :mişcare, de transport. 


9.2. COMPUNEREA DEPLASĂRILOR ȘI A VITEZELOR 
aa: 92. TRATAREA SINTETICĂ 
Fie un punct material, P a cărui mișcare este studiată sau raportată la 


două SR (repere), unul considerat fix S și altul mobil S' (fig. 9.2). După 
un interval detimp- Al =—t, — L. mabilul se deplasează; (privit din S) din: P 


în P,, iar reperul mobil se de- 
plasează din poziţia S' în po- 
ziţia S, (fig. 9.3). Deplasarea 
absolută a mobilului, față de 
£, este 


- — = > 
Arras = PP, =r—r. 
Pentru a găsi deplasarea 

relativă trebuie să marcăm 
mai întii față de S, poziția 
iniţială a mobilului aşa cum a 
înregistrat-o şi o consideră în 
continuare observatorul mobil 
Eau a Ta (din), adică poziţia punctu- 
Yig, 9.2 meg PP deplasat solidar cu S'. 
d SR “Acesta este punctul P situat 
faţă de S, exact la fel ca P faţă de se, Pentru observatorul mobil punctele 
PA P se confundă deoarece:reprezintă pentru el: poziţia: iniţială a mobilului, 


pe ai 


iz a 
Pi i; A 


Co Motion getea în ital. a ei na ama ie Fig. 9.3 păr A i să n zi . sii a i D 


Deplasarea p5 reprezintă. pozitii observatorul fix. (din S$). deplasarea -1 unui 
punct P legat rigid de reper ul pb de S, deci e NA SED aaen: de ADUNI 
sau de antrenare: * *: Magie ă Cate Medi 


x 05 a Azi ada, 
E SE „Au : 1 pe d 


Pentru dliezvatoniil mobil “poziţia i iniţială şi cea finală ale nobili sînt 
—> 


= 


PD şi P, şi deci deplăsarea' relativă ist = BP, SI r”, Aceste poziţii 


= 

gi ri şi această deplasare pă — ri în intervalul (£ tu): pentru a fi considerate 
relalive la S' trebuie măsurate cu instrumentele de măsură (rigle şi ceasornice) 
proprii observatorului mobil S$'; adică aflate. „la -bordul“: lui '$*,:deoarece, în 


—— AE a 


adevăr, observatorul mobil: măsoară ''elementele mişcării. relative (7 la i; 
ri la V, unde (* — “timpul măsurât 'în S”), deci față. de el, cu. mijloacele. sale 
proprii. Instrumentele din S' pot fi de exemplu transportate din S sau etalo- 
nate (sincronizate) după cele din S, lă un moment dat, după un anumit proce- 
deu sau construite după aceeaşi „reţetă“, . | | SR 

„Se pune întrebarea' dâcă măsurînd 'acecaşi distanță (de exemplu, PP,) 
sau lungime a unui'obiect sau durată a unui proces (de exemplu, Af =, —f, 
respectiv At' =14— 1"), din diferite SR, se obţin aceleașirezultate sau, altfel, 
dacă rezultatele măsurătorilor de lungime şi durată.depind de starea de mișcare a 
insirumentelor sau a obiectelor măsurate, 

În mecanica clasică .se: consideră că lungimile: și duratele, măsurate în 
diferite SR, sînt egale, independente de mișcarea SR sau invariante la schim- 
barea SR sau, altfel, au un caracter âbsolut (desigur cu rigle și ceasornice 
etalonate identic). - 

O serie de experienţe efectuate la sfîrșitul secolului trecut, privind pro- 
pagarea luminii, au dus la concluzia că la viteze mari, apropiate de viteza 
luminii în vid (c = 3+10% m/s), ipoteza de'imai Sus hu mai este corectă. Astfel 
s-a născut teoria relativităţii (A. Einstein, 1905).. De mecanica relativistă ne 
vom ocupa într-un capitol aparte (Cap: 11). iii 

Răminînd în cadrul mecanicii nerelaiiviste (viteze obişnuite, deci mici 
faţă de viteza Inminii), este valabilă ipoteza caracterului absolut al lungimilor 
și duratelor. Atunci, conform îigurii.9.3, în relaţia 

DE E RD 0 Pitt O ci ate 
deplasarea PP, are aceeași valoare. în S şi S', deci poatefi considerată depla- 
sare relativă Ara, adică măsurată ru inrtrumentele din S$'. Obţinem astfel 
legea de compunere a deplasărilor : | 


0. 


"4 


AMI De 3 Ra a - cc AI E a SE 
a Arabs: = Area Arie „sau: Ta vs = dr ca Fog Ş, i (9.2) 


+ Cum am presupus. şi câracterul absolut ăi duratelor Ai = —t= A 3 
=, —t sau dt.= di", împărțind relaţiile de mai sus Ja. At = Af', respectiv 
la dt = dt, obținem legea de compunere a vitezelor; .. 


ar, 


 AFabs ti Ara AT e ame Area VA dr. -: 
AL AP At dt ar” di 
Vabs = Vrel ci Dire (9.3) 


9.2.2. TRATAREA ANALITICĂ 


Să deducem acum analitic compunerea deplasărilor și a vitezelor. Conform 
figurii 9.2: 


„a î 0 —. PU a RE n Pia ara e SIR a * 
T=lor, dr'=0r, dr, Li (9.4) 


= 3 3, aaa - i = 
dr =dzi + dyj + az + adi -- y'dj + z' dk = 


da! =, dpi e ÎL A a 
=( ri Ta -——hk'|di + o x rd, 
de Mi. d i i 


unde /' este timpul în reperul S' şi am aplicat formulele Ini Poisson. În vir- 
tutea ipotezei caracterului absolut al duratelor și lungimilor: ţ =t, di = 
=d!' şi coordonatele z', y', z' ca și dz, dy”, dz” coincid cu cele relative, măsu- 
rate cu instrumentele din S, „prin urmare, | 4 


AF = De di o x di, = die + axr. (9.5) 
Observăm că dejat = p iu) în timp ce dr! Jdi Pocie| Ci | 
de, = dea + a x n. | că Pa N (9.57) 


BOzultă, asttel legea de coaja aEig a deplasărilor 
ANDI A, = 0 RI a Ia, di do di = | 
= Pad (ot 6 XDA dft die: (06) 


şi legea de compunere a. “vitezelor : g, 


Si NEA - 


a = "AR i Dia; Dans pe a tii ST = pe ra Go. ca n” | (9.7) 

Viteza relativă este e îi e de Pe a 
: co E ră ge E - a nica Sie oa Te a” i Sie 9.8) 
Do PRE e A PREA a, e ate a i (9.8) 


unde în calculul vitezei relative, variâză “doar: coordonatele relative 2, Ma 


ale mobilului faţă de S' cu ru . ? Și k! consideraţi anal 
". Viteza. de: transport sau de antrenare este .: RR 


eta o în NE Aa o, XI! Ea Pret: e 3 (9.9) 


este viteza mobilului P considerat legat rigid de SC mobil sau, alitel, este 
viteza punctului suport“ din S“ prin care înece! "mobilul P în momentul res- 
pectiv sau, încă, este viteza. mobilului faţă de S dacă mobilul s-ar opri. în acel 


moment faţă de S” şi:ar fi doar antrenăât: de Ș3 "Viteza de transport 0 Dir se com- 
pune în general din viteza de translație A â originii lui plus o viteză A da- 


torită rotafici reperilui $ S.. în jurul axei o, AȘA, cum: am văzut la mișcarea rigi- 
dului. 4 £: 


9.3. COMPUNEREA ACCELERAŢIILOR 


Derivăm (9.7): Ă 
. 3 3 a 
ză (abs: = Vaps =. Ure) iidaai Si at i: 
unde însă, Voi nu coincide î încă cu das la fel cum 7 nu coincide cu Dre (9. 5), 
anume : 


i a ud o A ee e tdi « 
Pa PP PR ia Fă Xe (9.10) 


să = 
La fel, vi, nu coincide cu 4, anume 


Dub țtoxTraxr=twkrexr+ 
e Ox (Vrei + o: X.r) == (ie se o x Vel» (9.11) 
Obţinem astfel legea de compunere a, acceleraţiilor (G. Coriolis 1831): 
dabs = (peak 20 X Vrei = erei AF Cir F Aeon (9.12) 
unde | 
De săi d- pi 4 zu (9.13) 


este evident acceleraţia relativă ; . 


=» Er 3 - ; > - - - Di N 
d ot oXrhroX(oXr) tarta (9.14) 
este acceleraţia de transport (sau de antrenare), adică acceleraţia acelui punct- 
suport din S' prin care trece mobilul P, așa cum am văzut la mișcarea rigi- 
dului (Cap. 5); a E, 
- = > - d - -) 
(cor = 2u X Yrel = 2w X Picl; (w X Vrel = 0) Si (9.15) 
este acceleraţia Coriolis (matematician francez 1792 — 1843). Această acce- 
. . —_ 
leraţie suplimentară este perpendiculară pe axa momentană de rotație w şi pe 
A 
viteza relativă pres, şi apare numai atunci cînd S' se rotește şi mişcarea relativă 
a mobilului are o componentă /ransversală pe axa de rotaţie. Acceleraţia 
Coriolis este un efect de „interferenţă“ dintre mișcarea relativă şi cea de 
transport. | E Sa N: 
Apăriţia accelerației suplimentare Coriolis se poate explica astfel': chiar 
dacă mobilul:s-ar mișca cu viteză relativă constantă faţă de SC mobil S', faţă 
- 
de SC fix S însă, vectorul vei se rotește datorită rotației SC mobil, ceea ce dă 
. & . ut e IF a ae 1 a da a aie IEC A PT 
o acceleraţie absolută suplimentară vo X Va = GA (cor (Pe lingă are dacă Ve 
5 : ; ? [ide 3 i AZ 


4 - : Rt i 1 ii . | | J 
nu este constant faţă de S$'). Cealaltă ia deo, provine din faptul că 


mobilul trece în mișcarea sa relatipă (faţă de S') prin puncte-suport 7 avînd 
- - — A SPA i 4 a a 3 _ -3 

vitezele vro = X r” diferite, datorită variaţiei lui r” Cu dr” = Ves di, ceea ce 

Li | : Ei - Su id şa in ii =>) A bd a Ed 

dă o acceleraţie absolută suplimentară o X eg eirz Ueor (pe lingă dup), egală 


3 


deci cu variaţia vitezei de transport datorită deplasării mobilului față de Și, 
pe lîngă cea datorită mişcării lui. S' însuși, 


Exemple 


1) Sistemul mobil S' în rotație uniformă, tără translație (alegem T, = 
—0), deci 5, =0, o =const, e =0 =0. 
Viteza de transport se reduce la Pro: (deoarece d =0): 


- _ > 


DO XFP=buzaXkh. (9.16) 


E Matei 


. 


. - ă => 
Acceleraţia de transport se reduce la 4, (deoarece v, =0, se =ov =0): 
; bi 2 
- - -> - - - pe - V —, 
a =oX(oX7) = = 02Rm' a d = Zn. (9.17) 


Să considerăm acum trei cazuri. Mobilul se mișcă uniform faţă de SC 


mobil : a) paralel cu a, b) circular în jurul axei o, c) radial faţă de S' 
(fig. 9.4—6). 


Fig. 9.4 : Fig. 9.5 


= - | 
4) În acest caz (fig. 9.4) : a =0 deoarece Vrei nu variază faţă de e 
fie = 0 deoarece v Vrea este paralel cu 6 şi deci o X Dica =0. Atunci cuva se 


reduce la de (9.17). 
Mobilul descrie o elice înfășurată pe cilindrul de rază R', avînd o mişcare 


ș — — 3 
elicoidală uniformă (n' =n — versorul normalei principale la traiectoria 


= >= a. 
absolută ; daps = a, — acceleraţia normală la traiectoria absolută ; R'/sin? e = 
== R — raza de curbură a traiectoriei absolute).. 


- „> - Ş [3 .. . E Li 
b) În acest caz (fig. 9.5): au —n'02/R', mişearea fiind circulară uni- 


— 
formă şi Ve variind ca direcţie; 


2 2 
= Prel 3 bir 2 => i 
dabs = R” n pe n + 20 X Dre | (9.18) 
- = - 25 , 5 
door =2o X Vrel = 20Vya N este centripetă. 


Pe de altă PAR, „deoarece avem algebric Vas = Vrea Dir, rezultă 
direct : | 


2 2 
4 Vans 27 Yrel i 2VreVie p 
Cab = = pr = ph Fr N 3 


ceca ce coincide cu (9.18) deoarece 
- 2breibtr 
R' 
Mobilul are o mișcare circulară față de ambele SC (a scie, A fi, 


dabs = a,). 


door = DO0Vrer = (9.19) 


in | 


- 
Jumătate din acceleraţia Coriolis provine din faptul că vectorul Dre este 


— -» 

rotit solidar cu S', deci apare acceleraţia suplimentară & X rai: Cealaltă 
jumătate a accelerației Coriolis provine din faptul că viteza de transport 
- - - _ - 2 , i | 7 
d, =oXr=co XR variază datorită deplasării relative, faţă de S5,a 
mobilului, adică datorită „variației lui 
- _> — > = 
r sau R'; r=R Use, deci apare 

. - 
acceleraţia suplimentară ps X Dre (Vi- 
teza de transport este tangentă la 
cere şi schimbă direcția atunci cînd 
mobilul se deplasează pe cerc în miș- 
carea sa relativă). . E 

c) În acest caz (fig. 9.6): 
- 


=> > 
rel = 0, (ip = o*R'n, 
- - > 
(cor = 20 X Ura (9.20) 


(este tangenţială). | 
Jumătate din acceleraţia Coriolis 


A provine din faptul că viteza rela- Fig. 9.6 
tivă Past este rotită solidar cu S', iar 
cealaltă jumătate din faptul că mobilul în mișcarea sa relativă se depărtează 
de axă și ajunge în puncte cu alte viteze de transport île 

Mobilul descrie o spirală parcursă accelerat. 


- „> - 
2) Sistemul mobil S' în translatie, fără rotaţie : o = 0. Atunci e =uwu =0 
i A 


şi nu există acceleraţie Coriolis : ae =0, 


—- — - - > 


(abs = (ret + dir = drel “P dy (9.21) 


-. E. a Va ra = da e | A zi acd : FE 
unde d = este acceleraţia .translaţiei sistemului mobil. Prin urmare, în 
cazul translației reperului mobil legea de compunere a acceleraţiilor este ase- 
mănătoare cu legea de compunere a vitezelor, fără al treilea termen (accele- 
vaţia Coriolis fiind nulă). 

Dacă SC mobil se mișcă rectiliniu uniform faţă de SC îix (translație uni- 

— 

formă), atunci 4 =0 și 


— > 


(abs = (red (9.22) 


adică accelerația unui punct material nu se schimbă alunci cînd trecem de la 
un SR dat la oricare altul, care se deplasează rectiliniu uniform față de primul, 
sau altfel spus, acceleraţia este invariantă faţă de astfel de schimbări de SR, 
sau încă, acceleraţia este aceeași fală de toate SR care se află în translație uniformă 
unele față de altele. - 


În particular, mișcarea rectilinie uniformă (a == 0) într-un SR va fi tot 
rectilinie uniformă fală de oricare alt SR care se deplasează reciiliniu uni form 
fală de primul. 

Dacă un SR este inerţial, atunci toate SR în translație uniformă faţă 
de el vor fi de asemenea inerţiale şi, reciproc, oricare două SR inerțiale se 
află în translație uniformă unul faţă de celălalt. 


94. COMPUNEREA TRANSLAȚIILOR ȘI ROTAŢIILOR 


"Bzperiența arată că, dacă un mobil este solicitat la două mişcări, rezul- 
tatul final este același, indiferent dacă mișcările au loc simultan sau succesiv 
într-o ordine oarecare. Altfel spus, mișcările efectuate simultan de un mobil 
sînt independente una de alta. Acesta este principiul independenţei mișcărilor, 
găsit şi enunțat de Galilei. 

Se spune că un rigid este animat de două mişcări simultane, dacă are o 
mișcare relativă (de translație şi de rotație) faţă de un sistem de. referinţă puț 
şi o mișcare de transport (de translație și de rotaţie) solidară cu S” faţă de un 
sistem de referinţă fix S. ȘI 

A compune cele două mișcări îiseamnă a găsi mișcarea absolută (de trans- 
laţie şi de rotaţie) a rigidului faţă de sistemul de referinţă 3 Se 

Rezultatele de mai jos sînt valabile în mecanica nerelativistă. 

Compunerea translațiilor finite sau infinitezimale se face după regula 
paralelogramului, deplasările fiind Feprezeritale prin vectori liberi cores- 
punzători. 


Compunerea rolațiilor «o se reduce Lot la regula paralelogramului (G. Corio- 


lis), dar ţinînd seama de poziția axelor de rotaţie, deoarece vectorii & nu sînt 
liberi, ci glisanți (alunecători). 


Mai jos considerăm rotații infinitezimale sau rotații uniforme (e == 
== const). 


a) Axe de rotație concurenie, Alegînd punctul de reducere (polul) în punctul 
de intersecţie al axelor, avem 
vo Xrhoxr=(0 to) xr (9.23) 
adică se aplică direct regula paralelogramului (fig. 9.7). 
b) Deplasarea axei de rotalie. O deplasare paralelă a axei o cu segmentul 
d generează o translație transversală Pe A d (ig. 9.8). În adevăr, alegînd polul 
în O' apare o translație suplimentară o XI, egală cu viteza acestui punct, 
iar axa o se mută paralel in O': 


oxr=a x taxi, P=d+r), (9.24) 


Am folosit dealtfel această proprietate în cap. 7. 


Fig. 9.7 | Fig, 9.8 


c) „Cuplu“ de Lolajia. Două rotații egale în modul, cu axele paralele, dar 


de sens contrar (o, —o), dau o translație d x = (—Î) x (—o); perpendi- 
culară pe planul lor şi egală cu „momentul“ cuplului (fig. 9.9). Această trans- 


PN a o N 
zi ÎI O CR 
—_ 


laţie se obține deplasind o axă peste cealaltă, conform regulii precedente. 


Exemplu : mişcarea rezultantă de translație a pedalelor la o bicicletă. 
d) Axe de rotaţie paralele. Deplasăm axele în punctul 0', definit prin 


raportul distanțelor sale pînă la axe: 


[dp = oale (Bak oa 20), (9.25) 
interior sau exterior după cum vectorii a a sin. -U) AZ e: 
paraleli sau antiparaleli (fig. 9.10). Translaţiile sie d 
generate astfel sînt de sensuri opuse și se ani- iai 

Lg Ie 


nilează, deoarece ob, = Gaba» Şi se obține o ro- 
= - 
taţie pură co, 4- o, în 0' (ca la compunerea forţelor paralele). 
e) Aze de rotație, neconcurente.: Deplasăm întîi, paralel, una din axe pînă 
la intersecţia ei cu cealaltă şi le compunem acolo după regula paralelogra- 
mului ; Gar prin această deplasare se generează o translație. Deplasăm apoi 


Fig. 9.10 
+ ca pentru a anula componenta translaţiei, transver- 


- 
vectorul obținut o. 
sală pe o + o; rezultă deci pînă la urmă o mișcare elicoidală. Invers, o miș- 
care elicoidală poate fi descompusă în două rotații neconcurente (analog reducerii 
unui sistem arbitrar de forţe aplicate vigidului la două forţe neconcurente). 


articule într-un plan. Imtreducem un sistem de 
coordonate S' cu aceeași origine 0' = O şi cu axa „0“ trecînd pe mancut prin punctul P în 
care sc află particula, cealaltă axă tiind perpendiculară, „09“ (fig. 9.11). Descompunerca pe 
aceste axe corespunde descompunerii în componentele radiale și transversale. Mişcarea parti» 
culei pe traiectoria sa absolută poate îi privită acum ca fiind ccmpusă din mişcarca xelativă 
rectilinie de-a lungul axei Or — mișcarea radială, şi o mișcare de tuanspoit de rctaţie, odată cu 
S' — mişcarea transversală. ș 
Compunerea deplasărilor t 


_- > = = - —> - > - 
di = ri” + ră], Gras = 07, da = dri', dr, = rdj, 


Exemplu. Să considerăm mişcarea unei p 


de unde compunerea vitezelor 


= 3 e - = = - . 
p=ri' += da + Dim Vas >!» Pr SI = Un 


Vip = Pro = TĂ = boa 
Componenta radială a vitezei v, = 7 coste viteza relativă. iar ccmponenia transversală vg = ri 
este viteza de transport. 


197 


Compunerea accelerațiilor : 


- .- - — — Pate a. —, i =. 
dm Sri, a =exr—vtr=0rj' — ri, 


Fig. 9.1 


deci 
- — —- > “ As 2? .. . . Ty 
Qabs = Erei F Cip -F Conr = (rr — 0'r)i” + (Or + 2r ij 


. p-4 za, î 2 * . E . - A - . 
unde ia componenta radială 4, == r — O'r contribuie atit acceleraţia relativă cit și o parte din 


accelerația de transport, iar la componenta transversală 49 = 0r + 20r contribuie restul din 
avcelerația de transport și accelerația Coriolis. Am regăsit astfel formulele cunoscute pentru 
coordonate polare, 

Observăm că accelerația transversală poate fi scrisă astfe) : 


a = Ea (e | = LL ine6) Ă 
a! 7 
PROBLEME 


3.1. Un plan Ozy' se rotește în jurul originii O cu viteza unghiulară & == o). Mișcarea 
unui punct faţă de acest plan mobil este dată de ecuaţiile cinematice a == r() și y' = 940). 
Să se alle componentele accelerației absolute față de axele mobile Ox'y'. : 


N, a, = & — 209 — tom — yo. 

cp =y +20 — 029" 4 rr YI | a 

Dacă punctu! se mișcă da-a lungul axei Ox':y =y=y = 0 și regisim rezultatele de' Ja 

ŞC ul St £ a 

exemplul pieodent (d =r, o=0), | 
9.2. O particulă P porneste din virtul O al unui con de deschidare 2 şi se mişcă uniform 

pe generatoarea conului cu viteza v. Conul însuși se rotește uniform în jurul axei sale cu viteza 

unghiulară co (fig. 9.12). Să se afle mărimea accelerației absolute a punctului. 


D.Va = ov sin aV at: + d, 


9.3. Un tren (sau vapor) sc mișcă cu viteza v de-a lungul meridianului. Să se afle accele- 
rația absolută a trenului în funcţie de latitudinea 9, 


R. a= — [pi 4 2co2R2(1 +-sin?o)v2-t Riot cost pi 12, 


” 


PD 
—— 


————— 
tate a enunta 
e 


9.4. Un corp se rotește în jurul vnei axe OTiZONTAIG UL CU CULIVI Așa bapana mame oz 
€,. La rindul său axa Ox se roteşte în jurul unci axe verticale fixe Oy cu acceteraţia unghiulară 
constantă e Să se afle viteza unghiulară a rotației rezultante, dacă iniţial corpul era în repaus. 
Care sint axoidele ? 

R.v>= Ve Î e2-t; axoidele sînt două conuri circulare cu axele Ox, Oy ş 


comună sub unghiul arctg £./s- 


i generatoarea 


Fig. 9.12 Fig. 9.13 


9.5. Să se compună rotaţiile din figura. 9.13. 
Ş sia id 0002C 
R. Mişcarea elicoidală : o = Voi + oz V> — i 
Voi + 03 


(o e] : 
a? + 03 


9.6. Două rigide se rotesc uniform cu vitezele unghiulare 
Ox, Oy. Să se calculeze viteza unghiulară și acceleraţia unghiul 


; axa elicoidală trece prin 


a 
don „s respectiv în jurul axelor fixe 
ară ale rigidului 1 faţă de rigi- 


dul 2. 
- = _ - = 
N oa SO 0» Ora = Voi + 02 
- —- - - > 
Es E — 603 X Omu 02% O Era = O 


- 
9.7. Un mobil se mişcă pe suprafaţa Pămintuțui cu viteza |v | = consl care face un unghi 
= const cu meridianu) locului. Care va fi traiectoria mobilului, dacă e] porneşte din punctu. 


cu latitudinca e =0 şi longitudinea 0 = 0 C 


R. ig Fa — 2) = 6—0cts (curba loxodromă). 
4 


Mobilul atinge polul (9 = 7/2) înconjurindu-l de o infinitate de ori (0 — co). Proiecţii 
loxodromei pe planul ecuatorului este o spirală avînd centrul sterei ca punct asimptotic 


CAPITOLUL, 10 


DINAMICA MIȘCĂRILOR RELATIVĂ ȘI ABSOLUTĂ. 
SISTEME DE REFERINȚĂ NEINERȚIALE 


Legile mecanicii clasice newioniene sînt valabile faţă de SR inerțiale 
(în mișcare rectilinie uniformă față de stele şi nebuloase). Faţă de SR neiner- 
jiale (care se mişcă accelerat faţă de stelele „fixe“*) legea inerţiei şi legea funda- 
mentală nu sînt valabile ; corpurile nesupuse la forțe se mișcă accelerat, iar 
corpurile supuse la forţe se pot afla în repaus (relativ). Experienţe mecanice 
efectuate într-un laborator neinerţial ne permit să determinăm accelerația 
sa faţă de SR inerţiale (faţă de stele). (Apare totuși o dificultate legată de 


cîmpul gravitațional de care vom vorbi mai departe.) | 


„10.1. FORȚELE COMPLEMENTARE 


a) Fie mișcarea punctului material raportată la un SR neinerțial S", 


- 
față de care acceleraţia este asa. 


Atunci, | PR | | 
. | - - - 
abs zi da -F dir + decor» (10.1) 
de unde înmulțind cu masa: i | 
2 - = > i — , 
F = MQaps = Misa + MO -F Macon : e (10.2) 
= : - - - - = > 
F —: MA e — Mdcor = Ma sau F+ F, = Masa. (19.3) 


Prin urmate, într-un SR neinerțial, în legea fundamentală trebuie adăugată 
ir] 


la forța reală F, o forţă fictivă F, numită forță complementară sau pseudo- 
forţă (sau forță aparentă) (numită, impropriu, şi forță de.inerţie) : 


>: def _ = o - 

Po — — Mas — MAcor = Fir + Feor (10.4) 
2. def Pe d -$ - = mda 
Pip = — MAp = — Mag — MO — M0g = — Map — Ma X rr — 


— mo x(exr), (10.5, 


pila: 


.——— mi era 


i i e i i re e 


.————— pg 


Tie aa AIE e Mita ca ep D000 iba (10:6) 
unde = este forța complementară de transport şi 5 AER este forța complementară 
Coriolis. 

d) Conform principiului III, torţei F a aplicate corpului i se opune forța 


reciprocă po — — Te exercitată de corp asupra „legăturilor“ (firelor, barelor 
etc. care trag sau împing corpul), adică asupra celorlalte corpuri cu care el 


interacționează. Forţa reciprocă (de reacțiune) F! se datorește inerției corpului : 
7 bbei BA 
corpul se opune forței F care îi imprimă accelerația Qubs: 


“răi - i — E—, , | = 
F = — F = — Maps = F.— Mda =F + E, (10.7) 
unde 


E, = — Mara | (10.8) 


se poate numi forţă complementară „relativă“, Prin urmare, forţa reciprocă 


m 
F”, reală, exercitată de corpul accelerat, datorită inerţiei sale, asupra legă- 
turilor, adică asupra corpurilor care-l accelerează, este e echipolentă cu rezul- 


tânta tuturor forţelor complementare fictive F, -- Fo presupusă aplicată 


corpului însuși în reperul neinerțial. Forţa reală, ÎI e, aplicată legăturilor, 
a fost numită de Newton forță de inerție (fiindcă se datorește inerţiei corpului). 
Prin extensiune (nepotrivită), forţele fictive complementare (presupuse apli- 
cate corpului în reperul neinerţial), echipolente cu forţele reale de inerție 
newtoniene, au fost numite tot forţe de inerție. 

c) În _particular, dacă asupra corpului nu acţionează nici o forță reală 


(e (0 det = 0), el se va mișca toluși accelera! faţă de reperul neinerțial 
(sub acţiunea forței complementare ke): 


o : > a - 
Cabs = 0, ro] = — tr — Ueor (10.9) 

> = fs ZE it 9 E, 

E =0, E, 3 — mass — Macos > Maze Fa Îi =0, (10.10) 


Forţele complementare își fac echilibru și forța de inerție newtoniană nu 
există. 

d) O categorie importantă de SR sint SR proprii ale corpului sau SR 
care se mișcă rectiliniu uniform laţă de SR proprii. În astfel de SR corpul este 


evident în repaus (SR proprii) sau se mișcă rectiliniu uniform (da =: 0), 
> 
deși acționează o forță reală FF. În acest caz ecuaţia (10.3) devine 


> 


J GBA = 0, (area == 9), FE, = F = — Mda be == A (19.11) 


adică forța complementară F, este egală în modul și de sens opus cu forla 


pa e * - E] . - E: - . Lă hi - La - - 
reală F, deci este echipolentă cu forţa de inerție newtoniană aplicată legă- 
- . 
turilor. În acest caz, rezultanta forţelor reale F aplicate este în „echilibru“ 
= 
cu forţa complementară F,. În general însă, într-un reper neinerţial oarecare 


BA Eh i 0, c (10.12) 


i = 
adică rezultanta forţelor reale aplicate, F, este în „echilibru“ cu rezultanta 
tuturor forţelor complementare 


— 


E + E e — ma =— Fa (10.13) 


şi rezultanta fuluror forțelor complementare F,—- /, este echipolentă cu 
forţa de inerție newtoniană aplicată legăturilor (10.7); Problema de dinamică 
se reduce astfel „formal“ la o problemă de statică (metoda cinetostatică). 


- = 
Prin urmare, numai în SR proprii (cînd due =0, Fe =0), forţa comple- 
î 
mentară fictivă F, aplicată corpului este echipolentă cu forța reală de reac- 
— - Ă i 
țiune F” = — F aplicată legălurilor, adică cu forţa de inerție newtoniană ; 


altfel î! =F,+Fi, 

e) Subliniem că forţele complementare (10.4) sînt forţe fictive (în cadrul 
mecanicii newtoniene) care trebuie adăugate la forţele reale pentru a asigura 
valabilitatea ecuaţiei fundamentale a dinamicii în SR neinerțial considerat. 
Ele nu sînt forțe de interacțiune, nu putem indica corpul care le-ar exercita, 
de aceea nu li se aplică nici principiul III al fortelor reciproce. Deşi pentru 
observatorul inerţial forţele complementare nu există, pentru observatorul 
neinerțial ele apar ca torţe reale, indiscernabile în cadrul restrîns al labora- 
torului său (adică prin mijloacele locale) de forţele gravitaţionaie, fiind aplica- 
te fiecărui punct material și proporţionale cu masele acestora, ca şi forţele 
gravitaționale. -€ DI aa a NE, 

Aplicaţii ET | 

a) Într-un vagon .mișcat accelerat se află o pilă netedă de masă m, 
aşezată pe o masă netedă fără frecare și prinsă cu un resort-dinamometru de 
peretele anterior al vagonului (fig. 10.1). 5 Sa a 


[i 


> >. 


Pentru observatorul terestru S bila se mișcă cu acceleraţia d = Qabs, Ca 
a R NR. i a: 2 Sa : i ? Ş Ş E - sta 
şi vagonul, fiind trasă de forța F = ma, căreia i se opune reacţiunea bilei (forța 


> - - - 
de inerție newtoniană) £ =—F =— ma, aplicată resortului. 
pelolat a 
-—— > 4 - 
FFF |, Fa 
2 a A DE 0te 
[za] i : 
(d 7, 77] pi 3) râiț/. 


Fig. 10.1 

Pentru observatorul S legat de vagon, bila este în repaus, deşi este trasă 

de forţa F indicată de dinamometru, deci legea Il nu. e valabilă pentru el. 
Adăusînd însă forţa „complementară fictivă F, = Fi == maia, = —ma, 
aplicată bilei, obţinem rezultantă nulă: F+ E, = 0 şi explicăm astfel echi- 
librul bilei şi întinderea resortului. Forţa complementară E, este echipolentă 
în cazul nostru (S” este propriu) cu forța de inerție newtoniană F' aplicată 


raecnrtulni 


s 


a E e pa aa a E Ec e acut e 


(| pe a e re 


“forţa centripetă dată, de resort (fig. 10.3): 


„sortului cu forța centrifugă de inerție : 


Faţă de platiormă însă, bila e în repaus deși este 


Tăind firul, bila se va mișca rectiliniu uniform pentru observatorul terestru 
S, în virtutea inerției, nefiind trasă de nici o forţă. Pentru observatorul S' 


- 
însă, bila se va mişca cu acceleraţia asa = — a faţă de vagon, și pentru a 
explica această „mişcare accelerată trebuie introdusă forţa complementară 
- 
fictivă F, == Mâieu = — MA = 


= — A căreia însă nu-i mai 
corespunde acum o forţă reală, 
echipolentă, de reacțiune iner- 
ţială (forță de inerție) asupra 
legăturilor (S' nefiind Propriu, 


da 3 0, E =F,+ Ii =0 şi Ş 
nu există forţă de inerție new- „Fig. 10.2 
toniană). 

b) Fie acum o platformă în mişcare de rotaţie sniiiozinăi cu viteza unghiu- 
lară w în jurul unei axe verticale. O bilă netedă pusă pe podeaua netedă fără 
irecare a plattormei sau suspendată pe Pămînt în dreptul marginii platformei 


(fig. 10.2), rămîne în repaus faţă de Pămînt (PF = mas = 0), însă este în 
mișcare circulară (— vc) faţă de vagon. Pentru a explica aceasta în reperul S' 
legat de PlatiGră, introducem forţ ţa „complementar ă fictivă aplicată bilei : 


Fa =2muR 


SR, 


Fi, = — mă — mdcor, 
dia =a 2Ra (centripetă), ue mo” Ra (centri fug ă), (10.14) 
AR = — 20 = — 2o*2Rn (centrifugă), Î ca = 2mo? Rn (centripetă) ; 
E, = mo2Ra — ma (centripetă). (10.15) 


Acestei forţe complementare Îi, nu-i corespunde nici-o forţă reală, echi- 


polentă, aplicată legăturilor, S' netiind propriu pentru bilă (nu există iorţă 
„de inerlie newtoniană, F' =F,+ Fi =0). _ 


Dacă acum bila este legată de centru printr-un fir cu resort-dinamometru 
şi se află în repaus faţă- -de platiormă (fig. 10.3), atunci faţă de Pămînt bila 
are o mişcare circulară uniformă (6) produsă de 


> 


E = masvs = moRn = ma. (10.16) 


Datorită inerţiei, bila reacționează ă asupra re- 


= —F=— ma, = — ma?Ra. (10:17) 


Fig. 10.2 


trasă de forţa centripetă * a resortului. Pentru a 
explica echilibrul in S' introducem forţa complementară fictivă aplicată bilei, 


care să compenseze forţa resortului Îi: : 


= —_ 


FI e Ry 3 Ha je e E - re île ae Îi, (10.18) 


Reperul S' fiind acum propriu, forţa complementară F, este echipolentă cu 
forţa de inerție centrifugă aplicată resortului. 

c) Fie o plattormă în rotaţie uniformă cu viteza ung ghiulară ce în jurul 
axei verticale centrale. La marginea platformei este suspendat un i: 
(fig. 10.4). 


Fig. 10.4 


Pentru observatorul. terestru S corpul este supus la forţa de greutate mg 


şi tensiunea din fir T a căror rezultantă F este centripetă şi explică mișcarea. 
circulară uniformă a corpului : | 


F = = rng + Î = măabs = mo?Ra. (10.19) 


Pentru observatorul SI legat de platformă corpul este în repaus (arca = 0) 


deşi este supus la forţa centripetă F =a == mg g + T. Cum explică observatorul S' 
deviația firului de suspensie și echilibrul relativ al corpului ? — . Introducînd 
forţa complementară 


io A a 

obţinem echilibrul i ub | 

i FB 20; Gai 20) pa 00 

Reperul Ss fiind proprii, ora caile | | | 
Foame (0029 


este echipolentă cu 1 forţa de inerție newtoniană aplicată firului (— 7> şi pă- 
mîntului (—m9). „Pentru observatorul S” corpul este în echilibru sub acţiunea 
celor 3 forţe: mg, i şi E, 


iii Sase 
= pe a rr 


p. -- 


10.2. VERTICALA LORUSLEA (LUL LU ruUmb) 


În SR legat de Pămînt trebuie introdusă forța complementară legată 
dv rotația diurnă a Pămintului : 


i Dei = 7,27 +10“? rad/s, (10.23) 

T 86400 
în aotReas gi, do 20 X Fra (10.24) 
FF? = — mol cos pa! — 2mo X Urat (10.25) 


În particular, direcţia firului cu plumb (direcţia verticalei terestre) nu 


coincide cu direcţia razei terestre (fig. 10.5). . 
În adevăr, asupra corpului acţionează forța de atracție gravitaţională 


fi az mg, după direcţia razei terestre şi forța de tensiune 7 a firului de sus- 
pensie (sau reacţiunea normală a planului orizontal pe care este așezat cor- 
pul).::În SC heliocentric- (inerţial) S avem (e — latitudinea) : 


ZA + Fi = mdavs = mo? cos gen, (10.26) 
În SC terestru S', trebuie adăugată îorța complementară, care se reduce 
| G = Ț + E, = MAzev dar dea = 0, 


RF, — — mă = — mo?R cos - (centritugă), (10.27) 


| | i 8 ri — motRcos e 30. (10.28) 
ceea ce evident coincide cu (10.26); Forţa de greutate rezultantă va Îi: pi 


md - 


| 7 — 7 =mg sa GB, a Thga — Ia cos g-, | | (10.29) 
205 


d = Jo — w2R cos g-W'; (10.30) 
Go — Fe cos e 


(= mg = Go — Fe cos 9 =. Mg — mo?R cos? e. 
cos « 
(10.31) 
(unghiul « este foarte mic, cos a 4% 1); 
& :R | 1 | A 
Cs Gl size posi a | 63 | 1 2 pase 10.32 
| “g ”) (e- 289" ) aia 


Componenta orizontală a lui F, îndreptată spre ecuator explică și turtirea 
Pămîntului la Poli (umilarea la Ecuator). Ţinînd seama şi de efectul turtirii 
Pămîntului rezultă global, la nivelul mării: 

| i ai 1 ale dud | sau i . 1 te: cos? (10.33) 
pl Îi 7 > Aug 4 Mat MONET taia e 
unde G, și g, = 9,832 m/s? sînt valori la Pol. _ | 

Abaterea direcţiei forţei de greutate (a firului cu plumb) de la raza teres- 
tră va fi (fig. 10.5): 4 Si 


F, sin e. |, mo?R cos esino 


tg a = AI j 10.34 
aj Go— Fecose G ( ) 
| 2 
și igo za = sin 2%, 
(10.35) 


_ deviația este nulă la Poli și 
„Ecuator, şi maximă la paralela 
9 =45% (aa 11). 


10.3. LEGEA LUI BAR 


Fie mișcarea unui tren sau 
curgerea unui riu de-a lungul 
unui meridian spre Nord, în 
“emisfera nordică. Atunci în a- 
fară:de efectul micșorării greu- 
tăţii de mâi sus, avem şi forţa 
complementară Coriolis apli- 
Yig. 10.6 cată mobilului (fig. 10.6) 


— 


Foor = — Mdeor = — 2MO0 X Dee, Feor = 2Mbesa Sin 9, (10.36) 


dirijată spre Est (de-a lungul paralelei). O forţă de reacțiune echipolentă se 
aplică pămîntului : pF! i Pisu (celelalte forţe = 9 F sînt în planul. meri- 
dian). Aşa se explică uzura şinei drepte la CF duble sau săparea malurilor drepte 
la rîuri, în emisfera nordică (legea lui Băr, descoperită la rîurile siberiene). 


"N0 


= - 


——-_ 


a mt PN a a 


Pentru observatorul solar nu există forţă Coriolis și fenomenul se explică prin 
faptul că mergînd spre Nord, apa sau trenul se apropie de axa de rotaţie a 
Pămîntului, adică se deplasează mereu spre regiuni unde viteza liniară de trans- 
port, tangentă la paralela terestră, este tot mai mică, deci vine cu un surplus 
(exces) de viteză spre răsărit şi loveşte malul răsăritean (în emisfera nordică). 
În emisfera sudică se uzează şina 
stîngă şi se sapă malul stîng al riurilor, 
În cazul mișcării de-a lungul unei 
paralele spre Est (sau Vest) apare o mic- 
şorare (respectiv, creştere) a greutăţii 
corpului și, de asemenea, uzura şinei drepte 
la CT duble sau săparea malului drept 
al riurilor, în emisfera nordică (fig. 10.7). 


10.4. CĂDEREA LIBERĂ 


Dacă un corp cade liber (în vid), ac- 

celcraţia sa relativă faţă de Pămînt va îi : 
— m - —. - 

(ee = (abs — (tr — Uoor = Jo — 


— a?R cos pu! 2 20% De = 
=9—20 %X Da. O (10.37) 


- Alegem un SC cu axa Oz spre Est, Oy spre Nord şi Oz verticală în sus, 
în emisfera nordică (omitem accentul la coordonatele relative) (fig. 10.8).: 


Fig. 10.7 


| PANE (2, 2, (00.38) “dlci e (a 0 2) m (pr Do X Ure (10.39) 
ÎN -0) II “în expresia (10.39) putem aproxima Dee & 


x (0, 0, 2), w fiind mic, 
& = (0, e cos, sing), (10.40) 
9 = (0, —g sin a, —g cos a) 2 
| 2(0,0,—9), ; (10.41) 
unde am pus a =0, deoarece « este 
foarte mic, şi X =—y =—0 deoarece vi- 
teza orizontală de deviere este negli- 
jabilă faţă de viteza verticală de că- 
dere : 


> - 


au mie că Ildă j E 
o X Pa E] 0 wcosep osino| = 
Fig. 10.8 0 9) Z 
= (Zo cos ș, 0,0), (10.42) 
astfel încît (10.39) dă pe componente: | | 
e ea Ortareoli e Și am 20 ma O „A1045) 


cu condiţiile iniţiale ; . | | 
| 130,7 =00,0, BD, da =(00,0), 
adică corpul cade de la înălţimea h cu viteză iniţială nulă. 


-— Integrarea succesivă dă (considerăm g practic constant): 


Y =0, 2Z=—9g9b . X = gPo cos, 
x a: gl? cos, J=0, z=h— - gP. (10.44) 
Prin urmare corpul deviază spre răsărit (în emisfera nordică), adică în sen- 
sul forţei Coriolis 2 AR 2 ce Die N Dag ii | 
Devierea totală la sfirşitul căderii. va fi- | 
po [ah 1făR | 
A a JE o cos o, după fu | (10.45 


De exemplu, pentru h = 1000 m, e == 45” rezultă 2, 2 40 cm. 
Experiențele (de exemplu, Reich 1831) confirmă această abatere şi deci 
rotația: Pămîntului. | 
Pentru observatorul solar, corpul, avind iniţial o viteză de transport 
tangenţială de-a lungul cercului paralel, coboară spre Pămînt unde această 
viteză este mai mică (se apropie de axa de rotaţie a Pămîntului S—N), deci 
vine cu o viteză mai mare spre răsărit, deci cade deviat spre răsărit, 


10.5. PENDULUL FOUCAULT 


O altă experienţă celebră este rotația planului de oscilație al unui pendul 
(Foucault 1850 și alte experienţe anterioare). Pentru oscilaţii mici, mişcarea 
corpului se face practic în planul orizontal. Atunci forţa Coriolis — 2mo x. Vrea 
deviază corpul mereu spre dreapta, astiel încît el descrie o rozetă (fig. 10.9): 


Fig. 10.9. 


a — pendulul pleacă: din--poziţia deviată A fără viteză inițială ; 

b — pendulul pleacă. din O cu viteză iniţială. | RA | 
Componenta verticală w, = sin e rotește planul orizontal (podeaua 

laboratorului) în jurul verticalei cu perioada | 


T, = 2ao, = Tisin o, (T=24h) (10.46) 


în sens trigonometric, de aceea planul de oscilație a pendulului se rotește 
aparent în sens contrar, adică în sensul acelor unui ceasornic, cu această 
perioadă. "Tot astfel sînt deviate spre dreapta corpurile care se mișcă în planul 
orizontal pe suprafața Pămîntului, în emisfera nordică. 

Componenta orizontală o, = o cos e rotește planul meridian vertical 
S—N (peretele S$—N al laboratorului) în jurul orizontalei S—N cu perioada 


Ty = 27|oy = Ticos 4 (10.47) 


și explică abaterea spre Est a corpurilor în cceiee liberă (în emislera nor- 
dică). 

Prin urmare, cu: ajutorul unor saitul mecanice locale, efectuate 
într-un laborator pe Pămînt, se poate dovedi rotația Pămîntului faţă de SC 
astronomic inerţial. | 

Observaţie. Experienţe cu pendulul au fost efectuate pentru prima dată de Viviani la Flo- 
_rența în 1661, apoi de Bartholini în 1833. Jean Bernard Leon Y'oucauii (1519--1868) a efectuat 
experiențele sale (fără să cunoască experienţele precedente) la Paris în 1850—1851. Lungimea 
firului de suspensie 67 m, sferă de cupru de 28 kg, pericadă| def osci aie pesta 16 s (suspenale 
specială a firului pentru a nu se torsiona). 

La sediul Naţiunilor Unite din New-York există un pendul din sferă aurită de 91 kg legată 
de tavan la înălțimea de 7,6 m deasupra podelei vestibulului. Firul de suspensie este din oțel 
inoxidabil și permite oscilaţii libere (fără torsicnare). Sfera oscilează imediat deasupra unui 
inel metalic cu diametrul de 1,3 m ridicat deasupra pcaclei. Pericada de rotaţie a planului de 
oscilație 36 h 45 min. 


Aplicaţie 


a) Fie un pendul elastic cu resort-spirală (analog celui îixat la acul unui 
ampermetru), ca în figura 10.10, așezat orizontal pe o platiormă care se poate 
roti în jurul axei sale verticale. 


În SC propriu (ales ca în fig. 10.11) trebuie introduse forţe de transport 


— mud care dau o rezultantă și un cuplu. Faţă de CM avem (6.99) şi (6.100). 
Dar să facem acum reducerea faţă de punctul O ; atunci vezultânta se depla- 


sează echipolent în O, iar cuplul se schimbă cu momentul rezultantei din CM 
faţă de 0. | | 


Rezultania : F = Mem 
Fa = mo*(R — Ro), 


Fy == —me(hR 30 Ry). (19.48) 
Cuplul : Mk = Uz? — Ii; 
| — Iapa? — geci 


— Ip E me(R a RR), Yig. DU, 


„de unde momentul în raport cu axa de rotație din O a pendulului : 
| Mi, = me(R — RR, — Ie = msRR, — 'e, (10.49) 


unde I' este momentul de inerție al pendulului faţă de axa sa de rotație (iar 
Ig faţă de axa Oz). 


Dacă platforma se roteşte uniform (e = 0) acest cuplu este nul şi deci 
pendulul rămîne. în echilibru (faţă de platformă) orientat permanent spre 
centrul platformei, aşa cum a fost potrivit de la început (echilibrul va fi sta- 
bil dacă resortul este suficient de puternic și rotația platformei nu este prea 
rapidă). Lucrul cra de aşteptat 
întrucît în acest caz avem for- 
țe de transport numai centri- 
fuge, fără componente trans- 
versale pe pendul. 

Dacă însă platiorma se ro- 
teşte neuniform (e s 0), atunci 
pendulul se va roti imediat fa- 
ță de platformă, sub acţiunea 
die TR e cuplului (10.49). Și totuşi pu- 

fe =-MQ-p tem construi pendulul în așa 

Fig. 10.11 fel încît să rămînă insensibil 

| la orice accelerație unghiulară e 

a platformei ! (adică oricum am roti platforma într-un sens sau altul). Condi- 
ţia necesară rezultă din anularea momentului faţă de axa de rotaţie (10.49) : 


, = RAR — Ra) sau I = mRR. (10.50) 


Or, aceasta nu este altceva decît condiţia (6.103): | 
R = R + DmR, = V'|mR, = le (10.50) 


adică O şi C sînt puncte reciproce : centru de oscilație — centru de suspensie, 
distanţa dintre ele fiind lungimea redusă a pendulului. 


Exemplu. Tijă subțire omogenă : I, = — m: și (10.30) dă E = 1842 Ro). Pentru 
o distanţă R = 0450 m și o-tijă [= 0,50 m, rezultă Ry = 13 em. | 

5) Fie acum într-o cabină a-unui avion un pendul fizic suspendat printr-o 
articulaţie, astfel încît axa 0O—CM să fie axă de simetrie, deci automat prin- 
cipală centrală și de asemenea orice axă centrală transversală va fi princi- 
pală. . 
Dacă avionul stă în repaus pe suprafaţa Pămîntului sau se mişcă cu 
viteză constantă de-a lungul unui-cerc paralel sau unui meridian sau chiar 
de-a lungul oricărui cere mare, pendulul-va rămîne în echilibru faţă de cabină 
și va fi orientat spre centrul Pămîntului, adică va indica verticala terestră (sau 
respectiv orizontul teresiru), | i 

În adevăr, situaţia este analoagă problemei "precedente, numai că rolul 
momentului de restabilire elastic al resortului spiralat îl joacă acum cîmpul 
gravitalional terestru g şi deoarece axele OQa'y'z'. sînt principale centrale, 
cuplul (10.48) va îi nul (e =0). | 

Dacă însă avionul va zbura accelerat pe suprafaţa Pămîntului, atunci 
pendulul va devia imediat, așa cum știm foarte bine despre obiectele suspen- 
date într-un vehicul care accelerează, îrînează sau virează. 

„Şi acum vine ideea ingenioasă de a proiecta pendulul astfel încît să fie 
insensibil la orice mişcare accelerată la suprafaţa Pămîntului, adică să urale 


permanent verticala terestră sau orizontul terestru. Condiţia este exact aceeaşi 
ca la problema precedentă : 


Io = MR(R— Ra) sau I' =mRoR, unde R = R, = 6400 km. (10.51) 


Deci lungimea redusă a Penisul irebuie. să fie Re R,. Atunci perioada 
Re oscilație : 


po ai ID „25, e Îl 20 min. | 52 
A map | SE: (A 


Beni 0 ia omogenă rezultă condiţia 


i RR E i 
= B+ Pana no 2 Ei ps, OR? 


ceca ce practic este realizabil. Şi totuşi problema a fost rezolvată cu ajutorul 
giroscopului avînd perioada de precesie (10.52). 

Mai mult, o acceleraţie arbitrară a avionului se descompune într-o com- 
ponentă orizontală şi una verticală. Deoarece acceleraţia verticală nu intluen- 
țează pendulul nostru, înseamnă că pentru orice mișcare accelerată a avionului, 
pendulul astfel construit va indica mereu verticala terestră sau orizontul 
artificial (în condiţiile de zbor fără vizibilitate), 


PROBLEME 


10,1. Într-un tub orizontal care se rotește uniform cu viteza ungh'ulară o în jurul axei 
verticale trecînd printr-un capăt al său, lunecă fără frecare un punct material de masă m 
(fig. 10.12). La momentul iniţial : = z, și v = 0. Să se afle legea mişcării relative și reacţiunea 
orizontală a tubului. 

R, X = Xchat, N, = 2mo:zshoal. 


Fig. 10.12 . | | Fig. 10.13 


10.2. Un punct material de masă m, fixat de capătul unui resort orizontal de constantă 
k, se află în echilibru într-un tub, la distanţa &, de axa verticală (fig. 10.13). Să se afle 
legea mișcării relative a punctului, dacă tubul începe să se rotească în jurul axei verticale cu 
viteza Bari dl constantă o. 


NR. I= Ta PER (- — „cos s Vai = o* d), dacă og = Ia ai 
ai E a: - 0g — 02 i 


ot ———— 
az = 29 + pierzi d Vai Zoi-t — 1), dacă [e <o; 


) se 
LX Zn oral, dacă o =. 


10.3. Punctul de suspensie O al unui pendul, construit dintr-o tijă omogenă de lungime 4 


se deplasează orizontal cu acceleraţia constantă a (fig. 10.14); 
Si se afle unghiul de davicre a pendulului în poziția de 
echilibru relativ și perioada “micilor oscilaţii în jurul aces- 
tei poziţii. Dar dacă punctul de suspensie O oscilcază pe 
orizontală după legea z = A sin pt, care va fi ecuaţia micilor 
oscilaţii, ştiind că la momentul iniţial pendulul era în re- 
paus ? 


” 
R. a) tgd= A, = || i 
9 | 3Va + gi 


Fig. 10.14 


Ap? p ! 
N d PE a i d——— » == ara 
b) N Ta pi) (sn pr i o sin olf» o / j 


19.4, Pe supraiaja interioară netedă a unei pilnii conice cu: deschiderea 2a« poate luneca 
fără frecare un piânct material P. Pilnia se rotește uniform cu viteza unghiulară o în jurul 
axei sale verticale (fig. 10.15). în momentul iniţial 2 = 0 punctul se găsea la distanţa rr, de 


ZI 


UA 


Fig. 10.15 & Fig. 10.16 


viriul pilniei şi avea viteză relativ nulă. Să se afle legea de mişcare a | particulei. Pentru câ 
viteză o punctul urcă LR 


 geos: 0 COS & za E: Sere _ 
„I= tsin &) ; — 
R.r= PETE ME. date 0 3 ja up acete leno sin &) ; peatru o> ESTIA * punctul urcăs 


10.5. Pe suprafaţa interioară netedă a unei slere de rază R, care se roteşte în jurua 
diametrului său vertical cu viteza unghiulară constantă o, se mişcă fâră frecare un punct ma- 
terial P (fig, 10.16). a) Să se afle viteza relativă a punctului în funcţie de unghiul la centru 


6. știind că la mombatul iniţial ua şniul era 0, şi viteza relativă zero. b) Care vor îi poziţiile 
de echilibru relativ stabil şi perioadele micilor oscilaţii în jurul acestor poziţii ? 


29 12 
R. a) va=R orei 6 — sin? da (cos 0, — cos | , 


b) O=— arc cos ae. T= SE AT dacă o>||-2 , 
a2R V Rat Za: R 


6G=x,T= | aci [ă) <|-2 A 
9 — 0?R R 


10.6. Un mobil se mișcă cu o viteză relativă Vu const, față de Pămînt, în planul ori- 
zontal, la latitudinea e. Ce mişcare absolută are mobilul, ţinind scama de rotația diurnă a Pă- 
mintului ? 


i /] i ] - . 

R.EMişcare uniformă pe un cere de rază: re (presupus: 4 R—taza Pă mintului) 

20 sine 
unde o — viteza ungkiulară a Pămîntului), 

10.7. Un tub, curbat sub formă de cerc de rază R, se roteşte într-un plan orizontal cu viteza 
unghiulară c) = const în jurul unui punct al său A. În interiorul tubului se mişcă liber fără îre- 
care o bilă de masă m. Dacă 0 este unghiul dintre raza vectoare a bilei dusă din centrul cercului O 
şi raza OA, cunoscînd Dpeg := v, pentru 0 = 0,, să se afle viteza relativă a bilei, reacţiunea ori- 
zontată a tubului şi perioada micilor oscilaţii ale bilei în jurul poziţiei de echilibru relativ. 


Re Drag = Voi 2R:02(cos 0 — cos VU), R, = MRI(0 «+ Pre] R): A+ 2 cos 0], T = 2nlo 


„10.8, O particulă grea de masă m se mişcă liber fără frecare în planul zOx, care se roteşte 
cu & = const în jurul axei verticale fixe Oz. Să se scrie ecuaţiile mişcării relative, ştiind condi- 
ţiile iniţiale (la £ = 0) ::2o, Zo Şi Ves = 0. Să se afle şi reacţiunea planului care se rotește. 


RR. 1=% Clio, Z = 20 — gi2[2, R= îmzio? sh ct. - și 


A Saci 11 and 
MECANICA RELATIVISTĂ 


> 


Teoria restrînsă a relativităţii (sau teoria relativității restrinse) a fost 
creată în esență de Albert Einstein în 1905. a 


11.1. POSTULATELE TEORIEI RELATIVIEAȚII 


În 1863 JI. C. Maxwell a formulat legile electromagnetismului: și. a dat 
teoria electromagnetică a luminii. Ecuațiile lui Maxwell nu sînt însă G-inva- 
riante, adică nu sînt invariante la transformările lui Galilei, deci legile feno- 
menelor electromagnetice și optice ar trebui să difere de la un SR inerţial 
la altul. Or, aceasta ar permite determinarea-mişcării relative a SR inerțiale 
şi evidenţierea unui SR absolut, presupus legat de eterul cosmic, universal. 
Ceea ce n-a permis- mecanica, ar permite optica. Dar, nenumăratele expe- 
riențe optice, de exemplu experiențele lui Michelson și Morley de la sfîrşitul 
secolului trecut, au arătat că nici prin mijloace optice nu se poate determina 
mișcarea unui SR inerţial. Astiel, s-a găsit că viteza luminii în vid este inde- 
pendentă de mişcarea inerţială a sursei sau a observatorului, deci aceeaşi 
faţă de diferite SR. Aceasta contrazice legea clasică de adunare a vitezelor, 
deci şi transformările lui Galilei. 

Contradicţia ivită a fost rezolvată clar și precis în 1905 de către Albert. 
Einstein (1879—1955) prin crearea teoriei relativităţii (TR). Pe baza rezul- 
tatelor experimentale, Einstein extinde principiul relativităţii al lui Galilei 
la întreaga fizică : 

(I) Toate legile fizicii, nu numai cele mecanice, sîni aceleași în toate SR 
inerțiale. 

Nici o experienţă fizică, efectuată în interiorul unui sistem inerţial, nu 
ne permite să determinăm mișcarea rectilinie uniformă a acestuia faţă de 
alte SR inerţiale. Toate SR inerţiale sînt absolut echivalente din punct de 
vedere fizic ; nu există deci un spaţiu absolut, care să poată îi luat drept SR 
absolut. Principiul relativităţii al lui Einstein constituie primul postulat al 
teoriei relativităţii. | 

(11) Cel de-al doilea postulat afirmă că viteza mazimă de propagare « 
interacțiunilor sau a energiei este finită, și aceeași în toate SR inerțiale (în 


virtutea echivalenţei lor), deci o eonstantă universală a îizicii. Această vi- 
teză absolută coincide cu viteza luminii în vid. 

Pe aceste două postulate se bazează teoria restrinsă a relativităţii (TR). 

Din al doilea postulat rezultă imediat inezistența corpurilor absolut rigide, 
deoarece cu o bară absolut rigidă, prin simplă împingere a ei, s-ar transmite 
instantaneu energie altui corp. De asemenea, al doilea postulat contrazice, 
după cum am spus, legea clasică de adunare a vitezelor, deci şi transformările 
lui Galilei, Din cele două postulate se pot deduce acum noile transformări 
corecte, care coincid cu transformările lui Lorentz, deduse de acesta drept 
transformări care lasă invariante ecuaţiile lui Maxwell ale electromagnetis- 
mului. Prin urmare, ecuaţiile lui Maxwell sînt corecte. În schimb, legile meca- 
nicii lui Newton, invâriante la transformările lui Galilei, nu sînt exacte, la 
fel ca şi aceste transformări. 


11.2. TRANSFORMĂRILE LUI LORENTZ 


Noile transformări trebuie să fie liniare, la îel ca şi transformările lui 
Galilei. În adevăr, ecuaţiile de grad mai înalt au mai multe soluții şi atunci 
observaţiile dintr-un SR s-ar interpreta neunivoc în alte SR, or trebuie să existe 
o corespondență biunivocă între coordonatele aceluiaşi eveniment, înre- 
gistrate în diferite SR. De asemenea, noile transformări trebuie să coincidă 
practic cu transformările lui Galilei pentru fenomenele mecanice obişnuite, 
unde se aplică cu mare precizie mecanica clasică. 

Fie sistemele de coordonate alese ca în figura 11.1. Atunci coordonatele 
y şi z nu sînt afectate de mişcarea reciprocă a sistemelor, fiind transversale 
pe direcţia de mișcare, deci | =y, 2 =2. 

- În adevăr, fie y' =az--.by-+ cz + di. Pentru un eveniment oarecare 
din planul Ozz avem y =0 şi y =0, deci 0 == az + cz A- di pentru oricare 
a, z, t,ceea ceimplicăa =c =d =0, deci y' = by. Sistemele fiind echivalenie, 
trebuie să avem și reciproc : y = 
= up, adică Di 1 d a În și 
pentru aceeași orientare a axelor, 
b;=-1. Judecînd analog pentru 
Z, găsim y' =y,z =z.: 

Pentru coordonatele 2, z 
trebuie să avem: 


te 


> P(xyzt) 


pă 7 i pa 
a =a(z— ud, (UL) pa ia li cp 


unde: nu depinde de.coordonate, | 
ci eventual de viteza u de trans- Fig. 11.1 
port dintre cele două 'SR. În A i 
adevăr, relaţia trebuie să fie liniară și pentru punctele 2 = ut din planul 0'yz 
trebuie să rezulte z! = 0 în S$', deci polinomul liniar al lui a” trebuie să fie di- 
vizibil cu z—ut, adică să fie proporțional cu 2—ut. | 

" Anatog, trebuie să avem: . iii ic 
| a =a(a hu), | +(1142) 


deoarece pentru punctele a == — ul” din planul Oyz trebuie să rezulte z =0 
în S$, deci polinomul lui z trebuie să fie proporţional cu x +ut', 


Coeficientul a trebuie să fie acelaşi în virtutea echivalenței SR, altfel 
trecerea de la un SR la altul ar fi diferită și unul din ele s-ar evidenția, contrar 
postulatului I. Putem considera că S se mișcă cu viteza —u faţă de S', atunci 
coordonatele din S vor fi considerate cu accent, iar cele din S” fără accent, deci 
trecerea inversă se obţine din cea directă prin substituţia (2, î, Wo(a, V—u): 


A 


„az =a(r— uz =a(x' + ul)- 


În cazul transformărilor Galilei a = 1. i 
- Să folosim acum postulatul II pentru a afla pe «. Să presupunea că în 
momentul inițial cînd originile O, O“ coincid, se emite un semnal luniinos din 


origine în sensul axei comune Oz. Un punct oarecare în care ajunge semnalul 
are coordonata 2 = cl în Sşia' =ct' în S', cu aceeași viteză ca luminii. Apli- 
cind transformările (11.1—2) pentru acest punct în care ajunge semnalul 
Tuminos, obţinem : 


cl = a(c— ui, ct =a(c+ ui, | 
de. unde,. înmulțindu-le membru cu membru :. 
1 i ou 
ÎN a II 3 — 3 11.3 
J1L= uljei af AR P Cc iu, 


ce =a2(02— u?), a == 


deci 


PE 3 PA | E 11.4 
a apa Rei i. 0) 


Introducînd prima relaţie în a doua, sau invers, obținem formulele pentru 
transformarea timpului: g f $ A 
i — uz/c2 + uz [c2 


A SE PP IE al (A f aa 


==, = 11.5 
JI = u2je ii — ue Dă . iu 


Reunind rezultatele; avem următoarele fransfermări Lorentz, câre. dan tre- 
cerea de la un SR inerţial la altul care se mişcă faţă de primul cu viteza con- 
stantă u de-a lungul axei comune Oz: 


zi a tut | Baa x + ut? 

JL uzjea AI = u2jc 
=] z <a £, J=y,z =7, (11.6) 
7 TORI iu uz[c” i (+ uz [2 

JI — ce" 1 — u?/c? 


Transformările lui Galilei se obţin de aici ca un caz limită cînd c — oo, sau, 
aproximativ, cind u &c (8 =ujc < 1), neglijind puterile supericare ale lui 
P =u!c. | | 

Conform postulatului I, toate ecuaţiile. fizicii trebuie să fie invariante la 
transformările lui Lorentz, pe scurt, Lorentz-invarianie sau  L-invariante. 


Mecanica clasică este invariantă la transformările Galilei şi nu la trans- 
formările Lorentz, de aceea nu este exactă pentru mișcări cu viteze compara- 
bile cu viteza luminii şi trebuie înlocuită cu mecanica relativistă. 


11.3. CONTRACȚIA LUNGIMILOR 


Un același corp are dimensiuni în general diferite dacă sînt măsurate în 
SR diferite. În adevăr, fie o riglă în repaus în S de-a lungul axei Oz, avînd 
Jungimea l, = za — z, (diferenţa: absciselor capetelor riglei). Lungimea riglei 
măsurată în S' va fi dată tot de diferența absciselor capetelor riglei, luate în 
același moment t' în S': | i: 


i = (22 — 20| = (2 ai — [e — ut) — (&, Ji — u*je? — ut) == 
= (23 — a) VIZE = IZEI < i (11.7 


deci lungimea riglei măsurată în SR. faţă de care ea se mişcă (longitudinal) 
este mai mică, decît măsurată în SR față de care ea este în repaus. 

Reciproc, fie acum o riglă în repaus în S” de-a lungul axei 0'z', avînd 
lungimea lo=22—zi în S, Lungimea riglei în S, faţă de care ea se mişcă cu 
viteza u, va fi dată de diferenţa absciselor capetelor ci, măsurate în același 
momeni i în S: 


= (2 — a) e IEI + ui) UNT m 
= a) Viile = VIE” 


adică acelaşi rezultat: PN 

lungimea riglei măsurată în SR: propriu (fată de care rigla este în repaus) este 
maximă, 

„Numai dimensiunile. longitudinale laţă de direcția mișcării sînt dife- 
rite în SR diferite, cele transversale pe direcția mişcării sînt aceleași 
(3 —y, 2 =— 2), de aceea volumul corpului apare contractat în acelaşi raport, 
de exemplu, elementul de volum: d: | i cc ae, ati 


"9V =a0Vp ţi: (11.8) 


Un corp sferice în SC propriu apare turtit în direcția mişcării în SR faţă de 
care ei se mişcă; 7 


11.4. DILATAREA DURATELOR 


„Fie acum într-un punct de abseisă 2 în S un proces care durează 
Te =t — ll, de exemplu, două indicaţii succesive ale unui ceasornic aflat în 
acel punct sau timpul de viaţă al unei particule elementare. Durata acelu- 


iaşi proces, măsurată în S', este dată de diferenţa momentelor coresptn- 
zătoare în S$' considerate pentru aceeași abscisă a: 


FE fura ABC? A a 
5 2 (0 Ia a RI > 
Ji uîjc? Ji = uje 


Ri £ | “0 Î. 
e il e 3 > To (11.9) 
Ale fi = ui/e i 


at în mişcare faţă de SR considerat 


deci durata unui proces într-un punct afl 
aţă în SR faţă de care acel 


este mai mare decît durata aceluiaşi proces măsur 
punct este în repaus. | 

Reciproc, fie acum un proces într-un punct 
z, = 4, — 4 în S'. În S durata aceluiaşi proces va Î 
telor corespunzătoare în S considerate pentru același gi 


a în S' care durează 
i dată de diferenţa momen- 


tr ue b-t uz [ee 


7 = (ln — bl SF AIE 
(a — be JI= [ce J1= ut] 
la — în mo 
e a > 7 

îi „i—utle E 


adică același rezultat : | 
TORT IA A 
durata indicată de un ceasornic este minimă în SC propriu (fală de care cea- 


sornicul este în repaus). | | 
Din (11.8) şi (11.9) rezultă că produsul dY d! este invariant relativist: 


ă AV di 2 0Vu/îZ 6Eăle [1 — > = Vo dle: (31.10) 


Din transformările Lorentz rezultă caz „eterul relativ «al simultaneității : 
două evenimente simultane în S, (tz, £) și (22 1), de exemplu capetele unei 


rigle ca mai sus, nu mai sint simultane în. S': 


: | — uz [c? az RI i ț i uta |0? (2 mb 42) (11.11) 


| SP= ps La 7 
i! = e a/1 — u?[c? 


egală cu viteza luminii în vid, nu pouie 


Viţeza limită sau vileza mazimă c, 
deveni imaginare şi ar pierde 


fi depășită. Alttel, transformările Lorentz ar 
sens fizic : coordonatele evenimentelor în noul reper S' ar deveni imaginare ! 
Pe de altă parte, cînd u-—c, dimensiunile longitudinale ale corpurilor tind 
către zero (pentru u > €, devin imaginare !), spaţiul tridimensional! degene- 
rează într-un spaţiu bidimensional, devine un plan perpendicular pe direcția 
mișcării. Duratele proceselor tind către infinit (pentru u > c, devin imaginare !) 
cu alte cuvinte orice proces încetează “(secunda durează o eternitate) 


dinamica degenerează în statică. 


11.5. COMPUNEREA VITEZELOR 


_ Diferenţiind transformările lui Lorentz și împărțind primele trei ecuaţii 
obţinute la ultima, avem: 


di'—+u dz' fe? 
JI=— Ec” JI=[ă ? 
de di +ud' | v; -- 2 


Ta a a Ra a ind (11.12) 
dt d'-+udz'je? 1 + vzufc2 


dy _ dy JI] dz 7/1 uEfce 


dy = dy, dz = dz, di = 


d Odi'-rudzic * dar + u da' fc? iii 
îi maia DE 4! — u2/c? a v; fi — u?/c2 
1 Fozuee ? “2 =" Ţ + bau /c2 


şi formulele inverse (se obțin mutînd accentele şi schimbînd pe u în —u): 


j Ve —u Ş Vy ui — [c2 PO A și — u?/c? 
Va = TIT Da, pa IN TUI 


1 — oul”? l — vzufc? 1 — paufc? 


(11.13) 

Reamintim că S' se mişcă cu viteza u față de S de-a lungul axei comune 
Oz-ca în figura 11.1 (p'— viteza relativă, u — viteza de transport, v — viteza 
absoluiă). Faţă de legea clasică newtoniană de compunere a vitezelor, în 
legea relativistă apare: numitorul 1 -+ vzuc?, iar la componentele transver- 
sale apare la numărător radicalul Lorentz. a | 

În cazul limită c = co sau pentru u & c, neglijind 6, obţinem formulele 
clasice newtoniene de compunere .a vitezelor. VA 

Formulele relativiste de compunere a vitezelor ne arată de asemenea 
că viteza c nu poale fi depășită. De exemplu, dacă compunem două viteze de. 
acecași direcţie. şi 'sens (Oz), egale cu 3c/4, obținem: ppm 3 


vw u 3c[4 + 3c[i 24 


De = = e Nat 

1 + vzujc? 1 + 9/16 25 
Dacă una din viteze este egală cu €, rezultatul este tot e, adică viteza luminii 
este aceeași în toate SR (inerțiale) : - ARE, | 


+'u eco 
Vi = 


= =c, =e 
die die ioeeje - 


Conform formulelor clasice aewtoniene ar îi trebuit să obţinem, respectiv ; 
Dg = Vp u = 3c4 + 3c/4 —3cl2 > e, 
Da =cPk-u>c, vp=c+e=2%, 


în contradicţie cu experiența (de exemplu, experiențele lui Michelson şi 
Morley). 


11.6. SPAŢIUL MINKOWSKI 


“ Tntroducem un spaţiu cu 4 dimensiuni E, : trei dimensiuni spaţiale (7, 7, 2) 
şi una temporală (ci). Un eveniment se reprezintă printr-un punct în acest 
spaţiu, avind coordonatele : m 


Gai a ee E i! iai = 3 Ea =W 3 =, qâ =—'ct - (11.14) 


unde pentru omogenizarea dimensiunilor, timpul tse înmulțește cu constania 
universală c. Transformările Loreniz reprezintă o transformare a coordona- 
telor evenimentelor sau punctelor din acest spaţiu Ea. 


"116.1. CUADRIINTERVALELE 


- Fie un semnal luminos care pleacă din punctul (2, Ya, 2) la momentul 
î, şi sosește în punctul (12, Y2 z) la momentul îs, atunci distanţa parcursă de 
semnal este egală cu viteza luminii ori timp: 


(ta — a + Ua — Ya (22 — za = (le — LL). ER (11-15) 
Trecînd la S', adică aplicînd transformările Lorentz, găsim : 


again (a— zip = 2, 4 (0116) 
Ai E, Ac : i : , 
ceea ce se poate scrie şi direct în baza postulatului II al constanţei viteze 
luminii. Prin urmare, expresia pătratică : | 


a d (22 — 29 + (ya — > A (z2 — 2) — (fe —:1) (11.17) 


este Lorentz-invariuntă și nulă pentru propagarea luminii, s se numește cua- 
driinterval. Pentru două evenimente oarecare cua ariintervalul s (11.17) nu este 
nul, dar rămîne L-invariant. | 


it ee îi 201.18) 


ceea ce se poate verifica imediat. Cuadriintervalul dintre două evenimente 
joacă rolul distanței dintre punctele reprezentative corespunzătoare în spa- 
țiul cuadridimensional al evenimentelor E,, adică definește metrica. acestui 
spaţiu. Cuadridistania (11.17) diferă de distanţa obişnuită dintr-un spaţiu 
4-dimensional euclidian doar prin semnul minus al ultimului pătrat (timpul 
rămîne calitativ diferit de spaţiu!), de aceea spaţiul introdus se numeşte 
spaţiu pseudoeuclidian (metrică pseudoeuclidiană) ; geometria sa diferă de 
geometria euclidiană. De exemplu, pentru distanţa dintre două puncte aflate 
în planul Ozt (yu. == Va =0, 2 = = 0) (fig. 11.2) avem: 


s? [i (e —— a în ci c2(îa = A), 


adică pătratul ipotenuzei este egal cu diferența pătratelor catetelor și Bu cu 
suma lor ca în planul euclidian. 


Există puncte (evenimente) distincte între care 4-distanța este nulă 
anume punctele (evenimentele) legate prin propagarea luminii (11.16). 

Analog rotaţiilor dintr-un spaţiu euclidian, care lasă invariantă dis- 
tanţa, toi astfel fransformările Lorentz reprezintă o pseudoroiație în spațiul-? 
(imp relativist pseudoeuclidian E,, care lasă invariant cuadriintervalul : s =s". 
Transformările Lorentz particulare 
(11.6) reprezintă o pseudorotaţie în 
planul spaţio-temporal (z, 1). ci 

În mecanica clasică avem doi iîn- 
varianțţi la transformările Galilei ; dis- 
tanţa spaţială şi distanța temporală 
dintre două evenimente. În locul lor, 
în TR avem un singur invariant la 
transformările Lorentz: cuadriinter- 
valul s (11.17), dar mai avem o viteză 
absolută c. Existenţa acestei constante 
universale a fizicii permite unificarea -: Fig, 11.2 
invariantă a spaţiului şi timpului, și 
invarianţa cuadriintervalului dovedește. interconexiunea dintre spaţiu și timp 
În această unificare timpul şi spaţiul se disting calitativ prin signatura me- 
tricii, adică prin semnele + + -- — în expresia intervalului. Un alt L-inva- 
riant din acest spaţiu este elementul de cuadrivolum (hipervolum). dY dt, 
conform lui (11.10). 


11.6.2. CLASIFICAREA CUADRIINTERVALELOR 


Un interval s real, adică 
= (22 — 2) + (Ya — 9 kt (Za — i — Ola — > 0,  U1.19) 


se numește interval de tip spațial. Două evenimente separate printr-un inter- 
val de tip spaţial sînt absolut separate spaţial sau absolut independente ș şi nu 
pot îi legate cauzal între ele, deoarece nici un semnal nu le poate uni, viteza 
necesară fiind supraluminoasă, conform lui (11.19): 


(Ta — a be + (2 — 2 + (2 — zY is sa 
(fe DE, A 


Nu există un SR în care cele două evenimente să apară în același loc, deoarece 
ar trebui ca în noul SR să avem: 


ăla 


Ss e c2(lp — la =s2> 0, 


ceea ce este imposibil, dar există în schimb. un SR în care cele două evenimente 
să fie simultane; atunci: 


s12 = (ag — 2 (up — Pe (ep 2 => 0, 
Un interval s imaginar, adică 
32 = (e — 2092 + (e — 002 (22 — 2 — (le — 2 <0 (11.20) 


se numește interval de tip temporal. 


Două evenimente separule prinir-un interval de tip temporal sînt absolut 
separate temporal sau in succesiune temporală absolută și pot fi legate cauzal 
între ele. | 

Nu există un SR în care cele donă evenimente să fie simultane deoarece 
ar trebui ca în noul SR să avem: SE 


+a 7 NA 2 Na A, E, a: 5 2 

s'2 = (23 — 20 + (Ja — Va + (2) =s <0, | 
ceea ce este imposibil, dar există în schimb un SR în care cele două eveni- 
mente să se producă în același loc; atunci: 
s'2 = — (7 = îi =s? <0, 
De exemplu, cuadriintervalul pentru două poziţii succesive ale unei particule, 
care se mișcă cu viteza v este (di =vdl) 


ds? = AP— cf = (00 —c)d2<0, (11.21) 
deci este totdeauna de tip temporal. 
În reperul propriu al particulei ds? == —c* diş şi din (11.21) rezultă 
df i | 


a 


GE > == 
Ji =] 


în concordanță cu dilatarea duratelor (11.9) (£ — timpul cosmic, fe — timpul 

propriu). la Ş | o Sr 
În sfirşit, intervalul s este nul pentru două evenimente legate prin pro- 

pagarea luminii. 


11.6.3. HIPERCONUL LUMINOS 


Evenimentele separate de evenimentul-origine prin interval nul veti- 
fică condiţia 


sa gb 2 cf =0, | (11,22) 


adică în spaţiul obişnuit sînt punctele de pe sfera de rază r =ci, cu „central 
în origine, adică unda sferică luminoasă care se propagă. În spaliul Min- 
kowski, (11.22) reprezintă un hipercon, numit con luminos (sau izotrop). Luînd 
pentru simplificare doar două axe spaţiale z, y, obţinem conul din figura 11.3, a; 
luînd o singură axă spaţială z, obţinem .două drepte secante (bisectoarele 
cadranelor) din figura 11.3, b. 

Hiperconul luminos dus prin origine împarte cuadrispațiul cvenimen- 
telor în două regiuni: | | 

1) viitorul absolut şi trecutul absolut formate din evenimentele din inte- 
riorul conului, separate de evenimentul-origine printr-un interval de tip tem- 
poral s? < 0, cu t > O, respectiv î < 0; aceste evenimente pot fi legate cauzal 
de evenimentul-origine şi succesiunea lor temporală faţă de evenimentul- 
origine (posterior-anterior), este absolută, adică nu poate fi inversată (aceeași 
în toate SR); . N 

2) evenimentele absolui depărlaie, situate în exteriorul conului şi sepa- 
rate de evenimentul-origine printr-un interval de tip spațial s* > 0; aceste 
evenimente nu pot fi legate cauzal de evenimentul-origine și succesiunea lor 
temporală faţă de evenimentul-origine este relativă, adică poate îi inversată 
faţă de diferite Sh. 


Mișcarea unei particule se reprezintă în cuadrispaţiu printr-o linie nu- 
mită linie de univers, situată mereu în interiorul pînzelor superioare ale conu- 
rilor luminoase duse în punctele succesive ale liniei, deci înclinată sub un 


Absolut 


Absolut x 


depărtate 
s 2> Zi 


depărtate 
s? > 9 


t< 2 
s2< 0 


Con 
luminos 


Tnecutul | absolut 


Fig. 11.3 


unghi mai mic de 45" faţă de axa ct, deoarece p<c (plc<1), adică ds este 
de tip temporal: ds” < 0 (11.21). Pentru o particulă în repaus linia de uni- 
vers este paralelă cu axa cf. 


11.7. IEMPULSUL ȘI MASA 


După cum am văzut, ecuaţiile mecanicii clasice newtoniene sînt G-in- 
variante, de exemplu, legea conservării impulsului unui sistem izolat este 
valabilă în mecanica clasică în orice SR inerţial dacă aplicăm transformările 
lui Galilei. Deoarece în TR viteza se transformă altfel decit în mecanica cla- 
sică newtoniană, dacă am considera masa independentă de SR, legea conser- 


vării impulsului definit prin mo n-ar fi L-invariantă, adică n-ar îi valabilă în 
orice SR inerţial. 

Prin urmare, dacă păstrăm definiţia impulsului (cantităţii de mişcare) 

= 

ca produsul dintre masă și viteză, mv, şi cerem valabilitatea legii conservării 
impulsului pentru sisteme izolate în orice SR inerția! conform transformărilor 
Loreniz, trebuie să admitem că masa depinde de SR faţă de care o măsurăm, 
analog lungimilor şi duratelor. Masa corpului măsurată în SR propriu, adică 
în SC legat rigid de corp, faţă de care corpul este în repaus, se numeşte masa 
de repaus mg, atunci faţă de alte SR masa va fi diferită, dependentă de viteza 
corpului îală de acele SR. Masa de mișcare lrebuie să depindă de modulul 
vitezei, alttel SR n-ar fi echivalente și s-ar evidenția o direcție privilegiată, 

Putem găsi l=gea variației masei cu viteza considerînd un exemplu de 
ciocnire pertect elastică a două bile identice. Dacă două bile identice se mişcă 
înainte de ciocnire cu viteze egale în modul și de sens opus, impulsurile lor 
vor fi egale în modul și de sens opus, deci impulsul total va fi nul. Atunci şi 
după ciocnire impulsul tota! trebuie să fie nul, adică și după ciocnire impulsu- 


rile bilelor trebuie să fie egale în modul şi de sens opus. Din condiţia ciocnirii 
perfect elastice rezultă că impulsul fiecărui corp în parte nu se schimbă în 
valoare absolută prin ciocnire, adică masa şi viteza în modul a fiecărui corp 
în parte (bilele fiind identice) nu se schimbă prin ciocnire (fig. 11.4). În acest 
caz energia cinetică (dependentă de masă și viteză) a fiecărui corp în parte 


Fig. 11.4 


nu se schimbă prin ciocnire, adică este respectată condiţia ds conservare a 
energiei cinetice în ciocniri perfect elastice. 

Alegînd sistemele de referinţă ca în figura 11,4 (p, nu se schimbă, v, schimbă 
semnul prin ciocnire), cerem respectarea legii. de conservare a impulsului şi 
în S! care se mișcă cu viteza u =. Atunci vitezele bilelor în S', înainte și 
după ciocnire se calculează uşor cu ajutorul formulelor de compunere a vite- 
zelor (11.13); 


PI 


| “Înainte de ciocnire --:: (SA „După ciocnire 
e 
Bila î 0, = ad 0 e 
: yi — vic? pt VI — ce 
| PP 
Bila 2 — 20, —vVI — ve: —20 e Vi = vie: 
i 1 + o/c?. 1 + v2/c2 dp oale 1 —- vile: 


ONE. SON a NIN N NR SINE RE e ARE a TE, 


Conservarea impulsului pe direcția Oz este automat verificată pentru 
fiecare bilă în parte. Pe direcţia Oy trebuie să avem: 


N = 


ge e MaDypj 1 — Vâlc? _ Muby în. Mady sf 1 vile: 
fi — văjcă 1 + 2/0 1 — vâjc? Foc 
sau i 
ici, E Aa (11.23) 


E a all 
2 

| 1 — vâje 

de unde se vede că masele de mişcare ale celor două bile nu sînt egale, deoarece 

au viteze diferite. Relaţia (11.23) fiind valabilă pentru orice vz, by, la limită 


cînd vy —0, m, va deveni masa de repaus m, (în S$'), iar m, va corespunde 
vitezei de mişcare v = 20,[(1 + vale) astiel | incit obținem din Ag 23) for- 


mula variaţiei masei cu! viteza : A vită i bă 
e îi a îm in a (11.24) 
a VI ALE, 
şi impulsul (cantitatea de mișcare): 
PR oi PRESE. III | (11.25) 


JL — vc? EDY, 


Cînd o —c, masa și impulsul tind către infinit (pentr w > c, ele devin 
măginare !). Masa este minimă :în SC propriu. 


| 18, RORȚ A: ani i di 
ii urmare, impulsul unui sisteri izdlai se conservă. Atunci variaţia 
impulsului se idatoreşte forţei . aplica ja psi le ni “ee 
el 08 A II i : îi | SA pusi pp. : . 
= (mo) dp d MD DE dle a) = 
dia F = = == ÎI Danae = Ma => 
“at dt dr i/1 = je — Be e e e e? 
AS one oa agite da Rd Li că i zu te e bill ul BR IM ea 
pa 2 at ape | = mă E n a A a Latime cat îi ic 
tă | A e 0 je „2 Ital) gr 9) : îi a E a . , 


i E afle NR 009 ia 


deti în general forţa nu este Stii E pi Pentru cc, ulii bul 
termen tinde către zero și regăsim ecuaţia clasică. Descompunînd acceleraţia 
în cele două componente; avem : i 4 

F.= ma, + DE 1 A îi se mii me = a, — E Sa E IE 3 d, - F, -= F,. E. 
Alle ENA Ii m ni LEE îi MPa 

Prin urmare, pe direcția, „normală, (4 27) 
de exemplu în mișcarea circulară uni- 
formă, putem scrie 7! = ma, unde m 
este (11.24). 

Dacă particula are! viteze - relati- 
visie (apropiate de vileza luminii) 
atunci forţa F aplicată particuiei pro- 
duce o acceleraţie. mai mică decit. în, 

cazul clasic şi devi ată spre normala la 
traiectorie, deci acceleraţia... nu, PV seg, 
este riguros coliniară cu forţa (este... 
din ce în ce mai greu de modificat mMe-, 
duiul vitezei în comparaţie cu direcţia i 
vitezei) (fig. 11.5). „i 


11.9. ENERGIA 


Li 


Lucrul mecanic al forței aplicate punctului material trebuie să fie egal 
cu varialia energiei cinetice a punctului material, deci 


ATi PP d = Fo di 


ea Si zise an june 


— wdm —-- mo do =— v? dm -+ mw do, 


dar din (11.21) avem tre 
| a dă 0 mbidut. mpa n € 
UN să (11.28) 
d a 3. EI A ea ară 
cz — vw? c2 — vw? ai: | 
astfel încît, 
AW = vw dm + (2 — 09) dm =c" dm — Fe, (11.29) 
Mac” 


OT = ME — Mp = 
PE PR oa i 70 ol e E 
unde 12, = mec? este energia de repaus, iar E '= mc? este: energia totală. În 
cazul vitezelor mită, ve 4], A uită devine : 


— mac, (11.30) 


1 


E, == mari ie (1-3 gi ae 2 Z Da -) — îmge? e Domari, (11.39) 


* 


adică se obţine în prima aproximaţic'expreşia clasică a energiei cinetice. 

"O serie întreagă de consideraţii teoretice şi de experienţe (de exemplu, 
emisia și absorbţia radiației electromagnetice, reacţiile nucleare) arată că 
proporționalitateu dintre masă şi. energie. ese universal. valabilă (pentru. orice 
iel de, energii) : 


+: tt ast ea, Avid, e ir a 
Mac Tot 


= IMC RR FT i 
fi e” albe 


(cînd v --c, E — o,iar pentru p e, E devine imaginar). Prin urmate, orice 
variație de energie este însoţită de o varialie :corespunzătoare a masei, și 
reciproc. 
Legea conservării cnergiei este şi lege. a conser pării masei. ii 
De exemplu, dacă un corp absoarbe o eantitate de, ci 3] dură ă Şt, =1J, 
masa lui: creşte. cu te. ta E Ilici 


„d 1.32) 


i a * . 
p, "A 7 1015m: = Sata a L, 

O energie de 500 miliarde kWh alta rată unei mase de 20 kg..-.. 
În spaţiul- timp. velativist impulsul! » 2 înb şi energia E = me 'se unifică 


într-un cuad: ivector : trei, componente spatiale p și componenta a pâta: - 
Ec — me. Pătratul acestui cuadrivector se calculează ca și Ap Stop ciitdriin- 
tervalului, conform melticii spaţiului- TITA îm e pei ta 


pe — Eee == pt — ne? = ne ama ei Ul. 33) 
4 mega E ef pe 4 ing”, nat SĂ e MRI 34) 


în locul formulei clasice. E:= p tea ii luu Cenei cu masa de repaus nulă 
(foton, neutrino) : 


E = pe, (mp =0). (01.85) 


Tot asliel se unifică toate sărimile fizice în cuadriveitori sau, în general, 
în tensori (de exemplu, cîmpul electromagnetic). 

Teoria relativităţii a fost strălucit verificată experimental. Asttel, expre- 
sia relalivistă a impulsulăi Şi variația masei cu viteza se verifică la par ticulele” 
elementare accelerate la viteze mari. Masa unui electron accelerat pînă la o 
energie de 30 MeV crește de 60 ori (mec? = 0,511] MeV), jar masa unui proton 
accelerat pină la 50 GeV creşte de peste 50 de ori (mpc? == 938,2 MeV). 

Dilatarea duratelor se verifică în calculul timpilor de viaţă ale mezonilor 
în SC de laborator faţă de SC, propriu. Relaţia dintre masă și energie se verifică 
în toate reacțiile nucleare şi în toate transtormările reciproce ale particulelor 
elementare. Asttel, un foton se poate transforma într-o pereche electron-pozi- 
tron, numai dacă energia sa hv este cel puţin CEol cu masa de dz ii a COLUL 
două particule 2. mec? ii a e. 


TE) 
| 


hy >> Dnige? = 2+9,1+10-21 lg+9.1016 m?;/s” = 1,64+10-15 ] == 1,022 Mev,. 


N mpa Eh | 6,6210: J-s 
ÎS CD a ii 
y 2ntoc 2.9,1.1073: kg+3-10 mis -: 


==1,21-10-12 m = 121-102 A 


Astăzi este în plină creaţie o teorie cuantică relativistă a „cîmpurilor și 
particulelor elementare. 


ape i a IA A 


PROBOEDAR eo mea bet baie ai Sa 


11.1. La momentul £ == 0 se emite din originea comună a sistemelor S, S'un RINA | lungiluiae 
în toate direcţiile. “După un timp-t, observatorul din S constată că frontul de undă cane czintă 
o seră cus.centrul în originea O a sistemului său de referință S$. de ecuaţie mpi zi = 
mia. itemi a :[2, Ce. constată, celălalt observator, 2 Zei 


R, Constată acelaşi lucru : Frontul de undă reprezintă o tri cu centrul în originea o 
a sistemului său de referință S, de ecuație: a + 0 ez citi, „(înv arianla 
cuadriintervalului !), . RUA A 


11.2 „Să So arate că ur anstor mirile Lorentz se > pot : scrie sub for ma : 
.. i i ua 
= ch y + ct' sh, c ct = x'sh id; ci” adie, 
unde th = je, să a: 
„ Dacă; MoLăm: th. o.= a the” =ve,, ci riaa iezşa de compunere a vitezelor (11.12) de- 
PN ae 9 e. Fe e a 8 Ne lb Dee a ae E N a uiti, pe MS băi 
. .. RE “e . . 1. at -: 
11,3. Mezonii 3 senerați in laborator au un timp de viaţă ze = 2.6:107%'s. Se constată: 
experimental că mezonii E născuţi ia. înălțimi mari, e = 10+20 km, ajung totuşi Iu suprafaţa 
Pămintului, deși s-ar părea că nu pot parcurge o distanţă mai- mare decit Sa = Ta = 75 m. 
Să se explice acest fapt. 


„R. „Dilatarea duratelor pentru. observatorul „terestru, din SL „sau pcoribsacila, Jungimilor 
“pentru! SR bropriu al mezoniloi, 


SE 3 e Ro % Lite N Li ari z ZI 
11.4. Cu cit crește nasa de repaus my = 00 L a til salii a care iese din ctinpaul sravila= 
ționul terestru ? a ate a tal Auf di i 


a XI a; k , e ii 
BA Am = mie? ss 0,7mg, CR — raza Pâmintului). 


11,3. O particulă în repaus de masă m, este lovită dc o altă particulă cu masa de repaus 
m, şi viteza v,, pe care o absoarbe, Să se afle masa de repaus m și viteza v' a particulei com- 
puse rezuitante. 


| D 

BR. m= Y, mi + m + amuza] Vi—v viei, ice, = ae 
mu m V je = vile: 
__ 11,6, O particulă în repaus de masă. mn fisionează în două parțieule de mase de repaus PRR 
in. Să se afle energiile totale Ess E, ale celor două particule rezultante,, 

î 0 BSE e lait N m — 2 » 

îi Eee ADN IDE a aaa AI, II 
ia -"2m ati A a 2m e 2 “a 


11.7, În sistemul Săi o'par Liculă se mișcă în pla: Or cu: viteza în A unghiul % AajA 


de axa 0O'z "„ Care va fi unghiuii respectiv: 0 al vitezei o în S p 

E (eat. sili v' Yi — ri dă 
w'cos0 + u 

VI — uzfe: 

tic + cos0” 


„în particular. pentru propagarea numinii (aberaţia î8 


minii): ts0 = sin 0, ij ile ci unghiul dă banati Aldis = 9 —9 
a A sin pp. fă 
Cc 


11.8, Să se scrie tormulele de trănstor mare. și iuti cuadriveetoriul impuls pi = = Ec) 
(î=12,3 d). ME a aia 


Pa + i UE" e ' > IRRD > - E e Up 
R. Pi >= —— sp SM Do dee TESTRRI 
„Ha ma pie lila 1 — uz | 
det d: ji o ati i De 
HI. 9, Cuadrivectorul viteză este u! „get ax = ic x jr EEE — i “t= 
dle ds pi oc Vl — vie: 


= 1, 2, 3, 4), (lo timpul propriu). Să se arate că -cuadrivectorul impuls pi = Mouf. Să se 
calculeze pătratul (în E,) cuadrivectorului viteză. , 


R, cz, 
a: | E cauta ic let du. o qul gigi dea 
“1110, Cuadeiveetoriu accelerţie « este a 2 i —=ie Pi = 02 Se = „(= 
le d e e sa": 
= 1, 2, 3. 4). Să se anale că el este „per pendicular“ (în E pe cuadriv cctorul viteză ui, 
det d „d „dul. ut 
Mil, Evarieidătoe ul forţă este = det a = te dp. > ih = m du = moai, (i =1, 
dă ds ds di 
- => ă 
p pp 


2, 3, 4). Să se arate că Fi =; și că el este „perpendicular“ 


Vi — ejea: eVl— vie ] 
(în E) pe cuadrivectorul viteză, 


11,12. Un mezon u sc mişcă în SL cu-viteza o și a parcurs o distanță side'la generarea sa 
pînă la dezintegrarea sa. Să se calculeze durata de viaţă Vrapae a și soba bine „din punct 
de vedere al mezonuiui“. ; i: | II Da 0 Sa 


. za Ai PE AR: 3 Ep Egee Oe ADI aL ati a Deta 
Re pa VI DE rise =s VI o[ee, ,- 
v 


MI. 13. O “particulă cu masa de repaus mi pleacă din repaus sub. acţiuiiea, miei forțe 'con- 
stante F. Să se Stpaiue: în iuncție e A: Şiteza şi coordonata. 


Li . ie Pi ja 4 
Fel e ES ea ARI ici%ă 
R. v= DE RE = , = sus e Fi — mac A 
n ct e pt si Di îi aia Bt PE 0 dă i acc A pie 


11,14. O particulă de sarcină q şi masă de repaus n, descrie un cerc derază R într-un cimp 
magnetic uniform B. Care este viteza particulei ? 
ÎN DS 

VI + (nuclarB) 


ducție magnetică B, transversal, au razele de curbură ale traicetoriilor R, Care a fost lungimea 
de undă a fotonului ? 


h 
RU, OAO 
2 Vmici Ș BR: 


11.13. Un îoton se transformă într-o pereche electron-pozitron, care într-un cimp de in- 


11.16. Un mezon 7 în repaus se dezintegrează astfel : zi — u + v. Care este energia cinetică 
a mezonului ui FOlatine 7. Se cunosc Inagete: de Tepaus IN My. 


(mă si ma) e: N _i (i = my)? L-ai 
R. „zu= DI: 7 ia de ml: 


11.17. Să se găsească legea vitezei şi legea mişcării relativiste unio! m accelesate pentru o 
piscul care se iaigeg a cu" acebleraţia d constantă în. SC DIOR 


a jeai ae e zii 
R. pa el, a 1 cat: [c2 — 1 II: E 
| Pap 4 FETE 0, | 
timpul propriu îs. = aa csh(astie): - 
a . EI 19: d 
ji 


"4118. Două” particule âti vitezeia d, ba În sr: ViUeză relativă a pariicuieii d faţă de par ticiila 2 2 
CSU viteza: ei în SGML-u palicoiai a: 


Să: s6 ailo ie Sela vitezei relitive, re 
: dă ) . die a. în dA Es Şi, o. Dl ăi E > | Li APAR i Li 
se Îi alcan E E g A d. Ei A A . SIE E. 
BR, PI Ze (0, X î9; E, E a | | | E 
ic IN Si bile, Pa a $ îi AI Au îi 
sati huilei A! dd Îi Că E sii ad să a 
21.19. [ parti 


articulă,, aflată în repaus, cu masa M. Sc cica abea în trei particule cu ma- 
sele de repaus Da „2,30 Să se alle energia maximă pe, care o poate prelua, una din cele trei particule. 


3 
R. De expinplu, E, az juca Le 


; Z - Aa : a SA 
(me + ms) : 
DI oii Io II A N N E 02 .. 
5 Ă L) . .. .. SD pe s 2; 
aia as EA: CICA ee i DA e, : SL e at 4 
| fi 
Rail INRE ai ce pini ai sat BĂ mezi i pie Bu pice aie i 
Ă . 2 4 i e? 
7 Și : ? 
' 
i 5 ! 
. 9 Fi : 
Lă 
, . 
a N D 
: 
Fi 
d. 
» , 
PR + pat 
. . E să ; 
N tea, 0% Se petit aa “a i 
i ri ii: ă s 
4! ; . ' si i ap tg i) 
- pe pa ra, Ş păi 
ei 


PRR E ori A ui E, .: i ce e Ei, AN 
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MECANICA SOLIDULUI ELASTIC 


Un' model mai i fidej ENI “totpurilor oale câte. fnodelii solid  dldstie, 
care ține seama de deformaţiile corpurilor (valabil poata, deformaţii nu 
prea mari). i 


a ab e 


12.1. TENSIUNILE ȘI DEFORMAȚIILE. nomad Aa 


Orice corp din natură, este mai mult, sau mai, puţin deformabi]., Sub 
acţiunea forțelor exterivare, în interiorul cor pului. apai. tensiuni inleri€,- dato-. 
rită detormării corpului. Atomii sau ionii care lormează corpul se deplasează 
puțin din poziţiile lor de echilibru ; atunci forţele de interacţiune, (dc legă- 
tură) dintre ci se opun acestei deplasă ări ca torţe interne, 

Detor mațiile care dispar după suprimare forţelor care le- au produs, 
se numesc .elaslice;: cele care nu dispar 'sc numesc: plăstice:: Pi: -? = 

Pentru detormaţii elastice'inu prea "mari “câte” “alâbilă legea” Etperimen- 
tală a lui Robert Hooke (1635-1703), descoperită în 1660 şi publicată în 
1676. după care deformaţiile elăstice sînt :proporlionale cu Lensi itile şi reciproc. 

Vom considera mai Jos numai corpurile omogene (aceleași proprietăţi 
fizice în toate punctele corpului — invarianța la franslații) şi izotrope (ace- 
lcași proprietăți fizice în toate directiile —- invarianţa la rotulii). Astlel sînt 
materialele policristaline (de exemplu, metalele), formate din microcristale 
orientale haotic. 

Detormaţiile elastice se împart în patru categorii siniple : a) întindere 
(tracţiune) sau comprimare (compresiune), b) fortecare (lunecare), c) tlexi- 
une (incovoiere) şi d) Lorsiune (răsucire). 

Frecvent aceste tipuri simple se suprapun (coexistă). 


122. TRACŢIUNEA (ÎNTINDEREA) BAREI 


12,2.1. TENSIUNI ȘI DEFORMAȚII 


Fie o bară de lungime iniţială (nedetor mată) Î și secţiune ieri ersală 
inițială (nedeformată) S$, supusă la o forţă de întindere j* (fier, 12.1). Dacă 


dei 
reprezentăm grafic tensiunea elastică (efortul unilar) 6 = F| Sa în funcţie de 


det 
deformaţie” (alun, gire. relati pă) e să All, obţinem purbi experimentală ă din 
figura ]2.1, care. este asemenea (proporțională) cu curba forlei de tracțiune PF 
în funeție. de, alungirea barci. Al — sd, —h. 


„Fie, 124 


Porțiunea rectilinie să ci czintă legea lui looks: i 


e Be SRI i i 59 “aul (12.1) 
A pe în 8 minca Du Sa, i ca 
[E] at. IN în SL (13.9) 


unde [i eo fă modulul de, clesticitate la tracţiune [a Susa) (E 2 , 2-10i: N;m? la 
metale). Punctul P (ep, sp) reprezintă limita de proportionalitale (limita deme- 
niului Hooke). Detarmaţiile elastice se întind însă: de obicei ceva mai depar te 
de limita de propârtionălitate, pină la limita de elasticitale, după care începe 
domeniul delormaţiitor plastice., 


Punctul critic S(es,6s ) repr ezintă limita de curgere suu de fluiditate. 
Dincolo de această limită detormațiile crese neregulat fără vreo solicitare 
SALI sait „nete nialul upange 3 este regiunea de prelucrare Piasogă a 
metalelor. i... ci îs) At 7 tii 
Mai departe, după SURE caine curgerii, tensiunea; creşte. Cin, nou o, dată 
cu; deformarea, pînă las; limite; de rezistentă, B(ep,, 92) cînd, începe o gituire 
pronunțată a barei înty-un: anuinit loc și ruperea ei, cor espunzăt oare. punctu: 
lui de rupere Z (ez, 6). 

„Dacă am raporta forța de tracțiune F* nu la secţiunea inițială Se, ci la 
secțiunea reală: S'(earc! se micșorează fiinacă ] băra se subțiăză), atunci am 
obţine o curbă ginvolon. S7esg oaie" (punetată). : 


Dacă înlăturăm forţa de întindere într-un punct din regiunea deforma- 
iilor plastice, corpul rămîne cu o deformaţie remanentă tem : La o nouă 
experimentare a probei: se constată că limita de pioporționalitate” creşte: 
Gp >" &p. Acesta este fenomenul de“ întărire a “miaterialului prin prelucrarea 
sa (deformare plastică) la rece. 


„12, e 2. Re al TRANSVERSALĂ 


Experienţa arată că în țimpul. întinderii barei,. italia sale trans- 
versale se micșorează ; bara se -contractă și: penala contracție iii propor- 


ţională cu alunzirea (în dom: iul, elastic)-: d. ş e 
A AL. i ca ee 

ma at a aie ea pe | i (12.9) 
bo lo | e di 2 e i € 


unde yu este coeficientul lui Poisson (agimezioiial) (pete metale pia "0,3 
sau 73). : i] A 
Relaţii analoage celor de mai sus sc. aplică “i comprimării. În. acest caz 
e <0(Al < 0), Ab > 0 și o se consideră negativ (în locul contrasţiei: trans- 
versale Poisson avem acum 0 umflare transversală Talasgny. e pa 


“Variația relativă, de volum este SE E. “A : isa 
mai £ _ Su petit 9 Se + = ue) e e)— Sa ze 2, 024) 
LA Ș S e A 3 j 


unde am neglijat termenii superiori în €, deoarece e 41. Vom vedea mai 
jos că totdeauna 1 —2u > 0, astfel încit Vol! creşte prin ia iat 
(2 > 0), respectiv scade peia DO RpApaA so) ae < 0). 


i „33 
+ 


. 12, 2, 3. LUCRUL MECANIC 


ste ciectual de toni ta aplicată și „înipagazinail“ în” bară sd for mă de 
energie potenţială de deformare. “A DN 
Hi Al Să e. .: Că s 


pe a DE loi a 
i = (ru = : pese a) za fosta e Su o de 
sau raportat.la E nedeformaţ iei ai E e A dea 
Lui E eo ia Alia o 
di ăi E TR ANN ra ai a La Ri E iu ut 
= 0 BN ANNIE 29 MN A: ae O | ai A II ai 0 “ot pa argila edi e 0 Li i 


Pe inculti o—': cas Luce uiiiccanic pe “atiitatea: “de. situa: său densiititia 
de energie potenţială este dat(ă) de aria mărginită de curba tensiunii! elastice, 
axa detormâăţiilor elastice şi or donata deforiiâţiei-tinale e. snt id) 

În domâniiil elastici:este: valabilă legea” lui” Efodke' d'iîi Es, astlel: încît 


integr area! dă: energia clastică pe unitatea, de“ “voltini:: NR IER i i e ai pELă Ș 
e ar e to gi a ma Po leat pa eee e Se 
Mt, ati i E N 
> ods>= Ele de sa m BE a GE TI a (12.6) 


Prin: urmare; în fiecare 'unitate de; volum a corpului se .; înmagazinează“, 
atit la întindere cit şi la comprimare, o,energie Dotenţială proproţională cu 
pătratul deformației elăstice: său cu pătratul. tensiunii elastice. 

În practică, atita pap, cit ne restrîngem la domeniul elastic, unde defor- 


maţiile sînt mici. (s'& < 1%), putem serie G=F!S, ie EN neglijînd pu- 
ca eat Pe PU : - să .. ! | . 


terile superioăre mici ale deformaţiei e. 

Întinderea sau comprimarea: barei dă deformaţii omogene, adică toate 
fibrele longitudinale -ate barei sînt deformăte identic. În cazul încovoierii 
unei. bare avem deformaţii. ncomogene : fibrele interioare (spre concavitate) 
sînt comprimate, în timp ce fibrele. exterioare (spre convexitate) sint întinse, 
şi există fibre neutre de lungime neschimbată. 


12.3, COMPRESIBILITATEA | 


12,3.1, INTINDEREA 
_4SAU COMPRIMAREA) 
"UNUI PARALELIPIPED. 


Fie un. paralelipiped Supus ! în- 
tinderii sau comprimării pe toate iețele 
sale (ig. 12.2). Deformaţia rezultantă 
este o suprapunere a deformaţiilor 
generate separat şi independent de 
cele 3 solicitări pe cele 3 direcţii 
perpendiculare (deformaţii presupuse : A 
mici) (principiul suprapunerii valabil în aproximaţia Vita ă). Ca urmare a 
solicitării o pe o direcţie, rezultă o alungire GE pe acea direcție și o contracție 
transversală -: Poisson —-po|/E pe: celelalte două direcţii perpendiculare 
(transversale) astfel. încît penru cele; 3; solicitări rezultă următorul tablou 
al Meloomaplor i : 


md Fig. 12.2 


| : Tăbioul defăriaţiilor clăstice 5 


Oz . | Ah Oy Oz. 
oul . ij zl pal: E _ i —uoalE | 
ind ul ct! Lai pa aa N 
| ul . 0 Ru IN a —uă Et: ea Sp s,/|E 


pi: 
LAT et 


"oria însumare, găsim aetoriădițiils rezultante' pe ficcăre dirceţie : 


PE : Da plop ct G2), EA a În — plozt:o5) ge) , 
La Ep SR == . 
AR E loy daia LE i 
zi ae spui tza e le asa Ea PNG 5 9). în 02.7 


ls e: 


Dotormaţiile fiind considerate mici, le putem li, i cu diferențialele, astfel 
incit pentru AAA SA de volum avem : 


v la An:V. = In 1 + In d 2 ia A 


AV die ale AV Ale Ai Alee 
Y la i, le Ve : e ea site Gia e ab 
A i. Ă 1 pr . 1 — dă aie e pă 


. Detormaţia dlâstieă (relativ ă) a volumalui, dir; se e poate obţine şi estici : 
Din (12.7) avem îi 


Al, = Caloz Sau la — los = Saloz Său l mal = clu: 
de aceea “volumul deiormat este îi: 
Y = la l, le == lozlogloz(] P <a ie )-(1. Ei E). . 


Donarece în domeniul elastic erogene er sint mici i (e [a 19 5 sau ue 41|), 
avem în primă aproximaţie : mi 


V = VI ex) (1 + e,) (Ik) m Vl 4 ez 4 et e.) 


de unde aaa a a că 18 pa Aj 
AV V — Ve zi ba 
pe i — = tg “pe e, si Cz 
Yo Vu BI 
adică formula precedentă (12.8). | N EU. > ee ae fisa 


12, „ COMPRESIUNEA: UNIFORMĂ. COMPRESIBILATATEA + 


În cazul comprimării uniforme de tip hidrostatic.a unui corp, se “defineşte 
crefirientul de compresiune (sau de compresibilitate) prin relaţia 
1 AV su May i See 
D= e ai ea N (12.9) 
adică % este numeric egal cu desereşterea unităţii de volum la o creştere egală 
cu unitatea a presiunii. 
Iixperiența arată că totdeauna a o creştere a presiunii volumul scade, 
deci-x >.0.. ie ad 
inversul lui % se numește. modulul de compresiune : ş 
RE N aia 0 (12.10) 
Ţ ee Ş S tie a x că i IN St AV 3 2 A SER, ia ă 
Formulele (12.7—8) dau. în acest caz (Ap > Ol înseamnă o comprimare, deci 
o <0, adică 6.=— A 


i. sui Î.— 2 
p = Ge 320 a — Pi; Ca Sep = se — CI lie (12.11) 
AA ţ 2 


cs 


pp iezi da e a A ANU N papi ae RA (12.12) 
Ve A mai ai pe ră LE ' 3 y « ș 
ÎI (mul 7 SOROS 
i E n OB 2p) 


Cum > 0, “rezultă 1 — 24 > 0, deci totdeauna ua 0,5.. 

La metale K 2 1,5-10:1 N/m?, la apă 2-10” N/m”, la mercur 222,6: 10:9N/m?. 

Energia elastică, înmagazinată“ prin deformare, pe unitatea de volum 
(densitatea de elele) este. | | 


W 1 1 > Ap a 
— „= 2 leze Aa! E,6y d £.06:) = —tpo =— Key ai (12.14) 


We, 2 | MC n ARE 


E 3. 3, DEEFORMAȚIE UNIDIMENSIONALĂ 


“Sa. agusidezitna acum. intinderea unei bare, prinsă lateral atu de rigid, 
încît dimensiunile transversale nu se pot schimba (de exemplu, compri- 


mările „și rarefierile în. unda sonoră care se propagă. într-un mediu elastic 


nemărginit, nu pot produce :contracţia sau umflarea transversală Poisson). 
Datorită reacţiunii pereților laterali, care împiedică umllarea (sau contrac- 


ţia) tvansversală a: barei, în bară apar. tensiuni elastice: transversale a. căror 
| iu pac se determină din condiţia ca dimensiunile;transversale să nu se schimhe. 


„Fie deci tensiunea o, în. direcţia axei. Oz, atunci trebuie, să avem ; : 


: i Gay —— (oz +62. pa 0, i ai [ta u(op A+ Sp) a 
de unde ii o i ep aa 
A La E | "Bu Ap ea sa 2 0 RR O e EDD I5) 


iar pentru deformația longitudinală e. de rezultă : 
î...: —u(Gu -+ S2 _ E a u == de 


e, = ala 
E E mată 27 | | 
tă A pa ia 0 2) ) a ii : (2.16) 
- EU-—y) . E d 
l—yu 


0, = E ex uBla, E e E (12.17) 
| (AP ADE Zpy ee heta i 

Pentru u 0, 3 (metale), ave. aproximativ, Ba 135, 
Vom îolosi. acest tentat la studiul pr opagării sunetului în medii elastice 


nemărginite.. e e a i a 


: Ba ÎN Să e e o ete VOCE dea Ma Cura pie Ra ez PRR aa i fe cu 
i ia : i, pia veti at E e ia 2 patat Mi 30 Nae 
3 . 3 . i a R i . a 
zi E CE Pap tg Pe agatat pe pipa 
E petea n 


2, 4. FORFECAREA SAU: LUNECAREA) ai : il in d 


băi să : e HI di i ' ..: 
în cazul îitinderii sau comprimării variază vohimul: codului 2. 4). 
Există der OrRaA A în care volumul rămîne. consianl;: schimbîndu-se:- numai 
forma. 1, vena . p: Ni pie ? ral setei Atat 


12.4.1. FORFECAREA SAU LUNECAREA 


“Aeaasta este deformarea în care unele straturi lunecă peste altele. Dacă 
aplicăm două cupluri de forţe la două perechi de feţe opuse ale unui paraleli- 
piped (fig. 12.3), straturile se vor deplasa unele faţă de altele. Pentru de- 
formaţii mici, experiența dă o proporţionulitate între unghiul a (în. rad) 
şi cortul tangențial < > = FIS: 


A A ta dai 
ai: 7i_ e pe = Do Dv 
pl ! lee e, =£/ Sa ii pe ed 
E î A SA at == Ga deac Fooiajii „2, 18) 
| | l, A NU 54 4 | Vl a INfin: în SI (12.19 
şa N Ș 
4 [iz A sui | j 7 unde ( se numește modulul de 
A | d i j î = F/5o  lunccare sau de forfecare. 
ivi CĂ SE i Şi Ai IDE : Sg e, die a 
DAM N SI 12.42. LEGĂTURA CU ELAS- 
IL E pici NC Du e a = SI LATBA LA PE COA DEE 
IA ' Qi p! ee. 88 
SIT FT k 1 Deformaţia de forfecare: este 


î uchiț alentă cu întinderea fibrelor 

: | 'patalele “cu diagonala AC şi: com- 
primarea fibrelor - paralele cu cealâltă” diâgonâlă * BD. Tensiunea de 
întindere "şi cea de" comprimare “sînt egale - respectiv” 'cu d 7, deoarece. 


proiecția celor două forţe F pe direcţia AC sâu BD dă -£ 2F cos 45 = e /2, 
iar aria secțiunii e iei la care sînt capontale este e Sea, de unde c = 
e i FDI 
Alungirea A Ati A “Ac sau comprimarea POEME BD sînt egale cu 
= + +]2, deoarece alungirea sau, comprimarea absolută a diagonalei este 


i) Ai cos 4% = E - AU/2, iar lungimea diagonalei, la care trebuie raportată 
alungirea este lx/2, de unde e =" AJ21, = d /2. Dar deformația de alungire 
a diaşronalei AC, e =y/2, se coinipune ce-i RA A da ii dă 


Fig, 123 


din deformația de alungire clE = , E 
= *| E datorită întinderii ei cu popas) | | 
nea o —r si din umflarea Poisson | 
ci EL datorită comprimării transversale rr iai e. A 
4 =—"T pe direcția BD: — i, -- pomi 
ERE. MRI IL 0 pt 00 PRL 
2 o Ş Stă a. Ş. 
id (12.20) 
şi cum = |Q, rezultă: : - 
al aa etc îi (Ip). 
” î scie (1 (5: aL) 2 12 4 


(pentru materiale obișnuite, G s 0,4 E). 

Deformaţia de fortecare apare la 
tăierea tablei, la solicitarea Atat ga 
ele. (fig. 12.4). 

Deformalia de isiioealre aa mai sus 
este omogenă. O deformaţie de lune-. i ANDRA 
care ricoriogeiiă este tăsucirea' sau forsi-: „iii. „i ID ii i tai. 
unea unei tije sau (ir, e «70-A a 


Prin urmare, proprietăţiie, elastice ale unui solid izolrop sînt caracteri- 
zate numai de două constante elastice independente, de exemplu, E Și G. 
În cazul corpuri ilor anizotrope însă (cristalele) sînt necesare mai multe con- 
stante : de la 3 la cristalele cubice, pînă la 21 la cristalele triclinice. 


12.5. ÎNCOVOIEREA (FLEXIUNEA) 


12.51. FORȚE INTERNE 


dai studia încovoierea barelor, considerînd că tente | ior transver- 


“sale sînt mici faţă de lungimea lor, iar deformațiile sînt mici și rămîn în dome- 


niul clastic (legea IJooke). Presupunem de asemenea 'că toate forțele sînt ver- 
ticale şi acţionează în planul de simetrie vertical, longitudinal, al:barei. Atunci 
în orice secțiune a barei forţele interne se reduc la. o forță transversală (1ăie- 
ioare) Q și la un moment încovoietor (cuplu) M. 

În adevăr, să secţionăm bara la distanţa z de capătul său sting A şi să 
î ndepărtăm partea din dreapta. Deoarece partea stingă a fost şi este în echi- 
libru, înseamnă că partea dreaptă a acţionat asupra celei stingi prin forţe 
interne. în secţiunea. S, care se reduc la o rezultantă Q așlicală în centrul 
secliunii S și un cuplu M. 

Desigur că şi reciproc, conforin principiului III al forțelor reciproce 
partea stingă acționează asupra celei dă dă în BeRcașă secţiune S printr-o 
forţă şi un cuplu de sensuri opuse. . 

Din condiţiile de echilibru pentru oricare parte a barei rezultă : 

Yor[a transversală (tăieloare) Q şi cuplul, (momentul încopoietor) M dinlr-o 
secțiune S a barei reprezintă rezultanta şi momentul rezuliani faţă de cenirul 
secțiunii S al forlelor externe aplicate părții drepte a barei (sau minus rezultanta 
şi minus momentul rezultant al forţelor externe aplicate părții. stîngi a barei). 

(Evident, se poate face o altă convenţie schimbind rolul părţilor.) 


| aş 
12.5.2. FORŢA TĂIETOARE ȘI MOMENTUL ÎNCOVOIETOR 


Alegem axele ca în figura 12.5. Să izolăm un element dz din bară, supus 
numai la forţe distribuite continuu q (forţa pe unitatea de lungime a barei) 


A 
A Pra era ASR mu ave N. Ie 
i i ii A pi pt 


CĂ ăi 
„ft 
Fig. 12,5 


(fig. 12 0). Din condiţia de eaDi bi pentru rezultantă per axa 0) rezultă : 


= Gai = -q dz sl Q + dQ: =0, de unde 10 = (12.22) 


Derivata forței transversale 
((ăieloare) Q în raport cu' abscisa 
x este egulă cu minus densitatea 
liniară q a forței distribuile. 

Din condiția de echilibru 
peniru, momente IELA este consi- die At 
derat, pozitiv în sens trigonome- -, 
tric !) rezultă (luînd momentele: ş | TIE i 
faţă de.:secțiunta stîngă):. o Fig. 126... 


as 


— 3 (0-40) de ga n Sel a Mozei, 


de. unde, negiijind- termenii infinitezimali superiori (care se anulează) : 


pata ag pr a (12.28) 


dz, .. i adi iai 
Derivata momentului încovoielor M în rdpori cu ddscisa a esle egală cu forla 
(ransversală (lăieloăre) cu semri schimbat —Q. 
Evident, formulele (12.22— 23) nu se aplică pentru “secţiunile ninde lu- 
“crează forțe! exterhe Și „momente externe, concenirale, (acolo deriv atele sînt 
disconlinue),! | 
Din. (12.22—23) vezultă g 


Ba gi (12.24) 


12.5.3. DEFORMAȚII ȘI TENSIUNI 


Prin încovoierea unei bare fibrele longitudinale de pe partea convexă se 
alungese, jar cele de pe partea concavă se contractă. Există un strat în care 
fibrele doar se curbează dar nu-şi schimbă lungimea — stratul neuiru (Îig. 12.7). 
Intersecţia sa cu planul secţiunii transversale dă aza neutră (02). 


Fibre 


contractate de e e “ Sectiune, iransersal 


Sirat 
neutru Axă 
neuiră 


Fibre alungite 
Fig." 12.1 


Secţiunile transversale, plane înainte de detformaţie, rămîn plane și după 
detormaţie, ele doar se rotesc în jurul axei neutre râminind ea Cuaue 
pe stratul neutru (ipoteza lui Bernoulli). 

Să calculăm deformația unei fibre situate la distanţa 1 y de stratul neutr u 
(fig. 12.18). Tie R — raza: de curbură a strabnlul neutru, atunci dz = RdO 


Secţiune 
trans Sansa 


Fig. 12.8 
și alungirea va îi (N — y)d — Rao - = — y49. Raportînd-o la lungimea îni- 
țială nedeformată dr = RAO, obținem deformația elastică : 4 
PIE. A 028) 
R 


Deformaliile fibrelor sînt direct proporlionale c cu distanțele lor pînă la stratul 


neutru. 
Aplicind legea lui Hooke, găsim tensiunea elastică 


nezia ia Mie NE i 


În stratul neutru (y = 0) tensiunile normale o sint nule. 


1254. MOMENTUL DE INERȚIE GEOMELRI 
Pe direcția longitudinală Oz tensiunile. elastice. care “acţionează “dti.o 


secţiune transversală, (0y2) trebuie să dea forța. rezultantă nulă (am bEssapiă 
că toate. forțele. externe sînt vertical Sa 


(cas 20, —(p-Las=o Vas Sa 
i sk i R ji 


“sau: ordonata ya a „centrului de greutate“ a. ecțiiai 


i ie 2 us i cette altul ca * “SID 


+ 


(A — aria secţiunii transversale), ceca ce înseamnă că ara neuiră irece ui 
„centru.de greutate“ ai secțiunii. ,. : : i 

<A BA forţele elementare normale. 6 se ainisaliea speța transversale au 

i îi a ai i rezultanta. „nulă (12.27), ele- dau. un 

ce batea 0 pete a cuplu:rezultant Al + cărui: moment este 

chiar momentul încovoietor (Lig. 12.9): 


Sa | o dSy =M, | — ÎS sa A, 


i caile, 2.58 
Fig. 12.9 Li i 30. (46:29) 


det | 
J == | AS, [JI] =ms, | (12.99) 


unde J se numește momentul: de inerție: flEBin etnie al secțiunii faţă de axa 
neutră. , teteiti 


Momentele” ai inație geometrice: se calculează analog celor fizice 1. În 
figura 12.10 sînt date citeva SO it cu momentele lor dei inerție geometrice ; 


4202342039 


I-Î Pi Ş, 3 
Rr“ a at pi] 


iig D000. mai So Ata 


“pentru momente de inerție egale sînt comparate ariile lor A ; din punctul 


de vedere al economiei ii Poseta SE Gia ai mai economică este cea Ale lit, 


12.5 „ ECUAȚIA LINIEI ELASTI CE 


Sub acţiunea gag aplicaţe. axa barei“ se “durează, fiindcă centrele 
secțiunilor, transversale se deplasează, iar secțiunile, însele se rotesc în jurul 
axelor lor Hieuțre, Vom: presupune. deplasări | 2 IN 

"Axa barei'ia, prin încovoiere, forma unei curbe plane: laică, linie elastică. 

Raza de curbură a stratului neutru, deci şi a linici elastice, este dată de 
(12.28). Pe de altă Pali tes din mațematică 'se cunoaşte, expresia curburii unei 
curbe plane : î e i 

„E sas) dulăc.. a pi cd, d?y ft? | (12 30) 
R IF (apa [pp ge 


« ande am neglijat dy/dr =tg0 x 0 < Î baia ui că unghiul de încovoiere 
este mic. A 


) 


==0;: dyfdz =0; deci 
C =0. 


EJy Pe Ci ), i 
e (Ba 


| E unde săgeata 


Prin urmare ecuația diferențială a liniei elustice este 


dy i a PIN 
E a =M. . 02.81) 
Prin iritegrare obţinem ecuaţia liniei elastice y = f(7) în care vor apărea 
două constante de integrare, care se determină din condiţiile la limită (margine). 


1256. BARĂ INCASTRATĂ 


Presupunem la capătul barei o forţă ver ticală P. Momentul încov gietor 
într-o secțiune z este (fig. 12.11) : 


M = — PU— 2). 


Atunci (12,31) dă ecuaţia diferenţială : 


EJ A dp = P(a.- i, 


da? 
de unde, y 
EI 4 = Apa 
dz 2 
— Pl + C. 


Pentru z = 0 avem Q = 


zu = pr - — 


pe | 
m — Pl? + C', 
3 ia 


Pentru z =0 avem y = 
= 0, deci C' =0. Ecua- 
ţia axei barei devine 


st, “COIBREDI mt 


fii E (12.33) 


12.5.7. BARA SPRIJINITĂ LA CAPETE 


Presupunem la mijlocul barei o forţă verticală P (fig. 12.12), atunci momen- 
tul încovoietor : 


> 
M = £ pentiu 4 4 1/2; 


<t 


1 = — 2) teal u 


pă LI2 


şi ecuaţia diferenţială a li- 
“nici elastice 


IJ SU, Pa, £ sila 
d -2 
] 
pi Pa” +- C 
«da i 
; dar pentru & =1/2, y =0, 
Fig. 12.12 UV, 
i deci (= PEIIG- 
FO AI, SE Pai — A PE iC, 
a 12 16 
dar pentru 2 =0, y =0, deci (! ==0, 
i zeu | a 
EJy = — Pr]— — — |, pentru z s 122, e 3 (12-04) 
dati (3 4 ], m Fu 


Pentru cealaltă jumătute a barei curba elastică este evident simetrică cu 
aceasta. 
Săgeata este (2 =!//2): 


1 PE 
MILA. 0 4 12.35 
l-as E7 i 


Formulele (12.33) şi (12.35) permit, de exemplu, calculul modulului E. 
12:6. TORSIUNEA Ţ 
Fie o tijă, un tub sau un fir răsucit (fig. 12, 13). Baza superioară a sute- 


rit o lunecare față de baza inferioară, dreapta AB s-a rotit în git AB, 
unghiul y fiind unghiul de lunecare la distanța r de axă: i, : 


—— = tg a 4 i . (12.36) 


zei superioare rezultă de aici prin în- 
tegrare : : 


Acestei lunecări îi corespunde o tensiune tângențială | 
| „e = Gy =Gro]l. i (12.37) 


Forţa corespunzătoare AF aplicată ariei elementare! AS vă li AF =d$ şi 
momentul ei față de axă: 


AM = rdF==G 5 rd Si 


Momentul de torsiune total, siagi ba- 


M = oras =20=c0, (0238) 


fie d. det i SI . A 
Jo = (as, dS, (12.39) 


Fig 1233 


unde J, este momentul de i inerlie geometrie polar A sceţunii, iat 'C constanta 
de iorsiune; a N > a 
Pentru un tub: cilindric de raze RR, i 


R 
e es = amar iri (12.41) 


în Aia ticular, pentru un 2 îir 8 sau AA, cilindrică : 


EX Pa Ri 6= - Zone | Er 


a a i d ş.a de i” pai a E tic ES gta ital aa APA Maica 


„Moiientul de torsiune dica 'este, ip duionăl cu ungtiiul ge văsucie, 
iar consiania de. torsiune este proporlională . cui puterea d 4- q a razei, [ir ului. 


“Lucrul mecanic efectuat la. răsueire va fi 


Ă pă 
n d Mao: sa Ace E Lt (12.43) 
Dacă printr-un arbore se firii ep o Mute Pie aturici Tipul ide -răsn- 
cire a arborelui. va. Îi ai Ice SIRE si-i .. A : aa detii) Pta, E PRE II Aaa E na: . 
A ) d. 
pia 0 gl aaa a e e (12.44) 
G:-.Co o:7zG Ri 


1245 


Răsucirea unui fir este folosită în balanța de torsiune. pentru măsurarea 
momentului unui cuplu de forţe foarte slab, de exemplu, în experiențele lui 
Cavendish. Se folosesc fire subțiri de cuarț de 1—100 um, iar unghiul de 
căsucire se măsoară cu ajutorul deplasării unui spot luminos reflectat de o 
oglindă foarte mică fixată pe fir. Sensibilitatea este extrem de mare. 


1217. FRECAREA LA ROSTOGOLIRE - 


O bilă foarte dură (de exemplu, din sticlă), lansată de-a lungul unui plan 

orizontal dur (de exemplu, tot din sticlă) se, rostogolește mult timp aproape 

E a ee uniform. Dacă. bila ar fi perfect dură şi 

planul 'orizonfal perfect dur şi n-ar exista 

frecarea cu aerul, bila s-ar rostogoli la 

nestirşit rectiliniu uniform, deoarece nu 
apare nici un cuplu. de frînare. 

În realitate, și bila şi planul se de- 
formează, în faţa bilei se formează con- 
tinuu un „val“ (vizibil, de exemplu, la 
rostogolirea unui tăvălug greu peste o 
bucată de cauciuc moale) și punctul de 
44 aplicaţie al rezultantei N a forţelor de 

Fig. 0214 | „reacțiune normale se deplasează puţin . 

A ză înainte cu distanţa, f, dind un monient 

de frînare (fig. 12.14). Totodată apare o forță tangenţială de. frecare 
a rostogolire: E, care se opune lunecării. 


— 
Pe măsură ce forţa de tracțiune F creşte, se deplasează inainte şi forţa 


dle reacțiune normală N pînă cînd corpul pornește, după care această depla: 
sare f rămîne practic constantă. O putem găsi din. condiţia de rostogolire 
«niformă : 


| F, 
FP— F,=0; FE, R—Nf=0, .f= ia (fl=1 m (12.45) 
Şi reciproc, forța de frecare la rostogolire 
Fi [2 (legea lui Coulomb), (0246) 


tinde f se numeşte coeficient de frecare la rostogolire (el este de obicei de ordinul 
a nui milimetru). Se vede că forța de frecare la rostogolire F, este proporțională 
cu apăsarea normală, ca și forța de frecare la hinecare F,, dar este mult mai 
mică. De exemplu, la o 'roată de caniion cu raza R= 0,50 m, pe teren dur: 
[ E ina diete da cei 3 Tic, A Ş 
Fi=pN, Fre==N,. 
| î. A i la i. : RR: i ră | 
FIIFr = uRIf = 0,4-0,50.: (4.103). = 5%, 


iar pentru roțile de. tren: F,/E, 2 2000. A e ditai 
Dacă corpul se rostogolește liber pe un plan orizontal (N ==) RA 


A O PC ate al 


a Ca 12.47) 
“R 1+ 1mR? ( 


AA 


Coeficienţii de frecare la rostogolire 
St Atom 
1+10-2 m 
4+10-%m 


Poală de [ier pe cale ferată 
Noată de fier pe asfalt 
Cauciuc pe teren dur 


PROBLEME 


13.1. O bară omogenă subțire de lungime / și inasi m se rotește uniform cu viteza unghiu- 
Iară « într-un plan orizontal în jurul unui capăt fix (fig. 12.15). Să se afle tensiunea elastică 


„( 


Fig. 215 


din bară la distanţa de capătul fix și reacţiunea R a lagărului. Cunoscind secțiunea Aa barei 
şi modulul de ctasticitate E, să se afle alungirea barei. 


mel? 


1 
n Fa Mona), Rz=mol Al= 
ai 2 DAR 


12.2, O bară subţire omogenă și uniformă de masă n 
şi lungime ! oscilează liber cu amplitudinea unghiulară 
in planul vertical în jurul capătului superior. fixat într-o 
articulație (fig. 12.16). Să se afle în funcție de unghiui de 
deviaţie 0 : a) viteza și accelerăţia timshiulară a barci ; b) forţa 
de presiune exercitată -de bară asupra articulației ; c) mo- 
mentul. încovoietor”la”distanţa x de articulație. Care este 


sccțiunta periculoasă ? i: at 3 
io A 4 e | pati 
. 39 ..* a “i 3; Sa = a A 
N. a) qi = SI (cos — cos) e = — 2 sin Q; 
Ia pe faut 21 


ali i 4 
b) FI, = A m(5 cos 0 — 3 cos), 


ca: R ti ep e 5 ! 
să în sita i pac LA! INI PE a . E Do agb, € 
. 


sat (Bateti ai 2 IAZ 


SR poa 


cn. pe 
i: $ 


Fig. 12.16 


N a e PR 
"Fo —mysn0; 
Vi ră 4 a ÎN ii Ă 


ere 
d 


asia E : “in le dual i pi 1 
7) M= = d — e sin 0; Maas = = mglsin 6 pentru z= lj. 
a e tie ear De pa oi arad a aa - 


123.0 bară de lutiginie î secțiune A şt masă m este suspendată Ja capătul suporior.:Să se 
atie alungirea. barci datojită propriei sale greutăţi. ie sil 


n, B—: 


- 


nă liber la capete pe 


12,4, O bară uniformă de lungime / și moment geometrie J se sprijină 1 
.17. Să se afle farțu 


două reazenie. fiind încărcată cu o forță uniform distribuită g ca în Sigun a 12 
tăietoare maximă, momentul incovo ietor maxim Și săgeata, 


Fig, 1217 


5! Liu a 


NR. O SR qi, EARL GE e fe SE a e 
i E Aa ata 788 a TE A8t, EI ia e e til ia 
Eu 18. o bară unitară, de fund sad “a 
-. şi.- inoment cometric este. încasti ată 
“da un capăt şi. încărcată, cu o forţă iuni 
form distr,builă d; ca.în figura 12.18. Să 
se alle forța tăietoare maximă, momentul 
încovoieter maxim și săgcata. 


“R. Qi <q, al 


a Ce 0 a $ 


12.6. Ce presiune interioară pante 
suporta un tub cilindric, respectiv un ba- 
lon sferic, "dacă raza este R, grosimea 
pereţiler d, (< R) şi teusiunea elastică 
de rupere '9,? 


ei p = Salt, PS poa la 


12.7. foi juoriii mecanic trebuie efec- 
tuat pentru a curha într-un cere o bandă 
„de oţel -de: lungime 4; lăţime bsi: gro- 
șime. n, cunoscind modulul £.? Se consi» 
"deră” deformaţiile ' elastice! 


72. 35 -. 
n, W=—EBEbhr 
Fig. 12.48 a 


CAPITOLUL 13. 
MECANICA FLUIDELOR 


i 


Problema fundamentală a mecânicii fiu EPA este. determinare! iti 
butiei presiunilor şi. vitezelor: într- un Îluid. 


. 3 Li E) 
asa a a» PCT SAL. pa 4 ia sua pă 
Pe a Puii) Pa) “e . ve Ă L 


13.1. STATICA FLUIDELOR 


Într-un fluid în repaus presiunea este izotropă., Pe ficeare element de 
suprafaţă dS în interiorul fluidului se &xercită o forţă perpendicular pe su- 


prafaţă și independent de orientarea elementului de supraiaţă :, ar = pdS. 


"13.1.E PRESIUNEA HIDROSTATICĂ 


Datorită greutăţii lor;“păturile de fluid exercită presiuni unele asupra 
altora. Variaţia de presiune dp între două suprafeţe de nivel 2, 2 4 dz este 
dată de greutatea -:păturii de fluid 


de grosime dz, exercitată Li unitatea 
de suprafață ([ie:13. 0) : 


dp = — gaz: su) RR: 
, Pain : 
2 ss Seal BA 
0 e Ura A e e 


“Mai general, presiunea "p într-un” | 
fluid este o funcţie de punct, p = 2 Fig 131 îi 

= p(x, y, 2). Variația ci se datoreşte greutăţii păturilor de fluid, adică prezen- 
ţei. cîmpului gravitațional L = =9, (a forţelor. masice). Gradientul presiunii, 


'Gare caracterizează variaţia pitesiiinii în spațiu și este dat de derivatele parțiale 


ale acesteia, este un vector “perpendicular: pe: 'suprafețele de presiune 


constantă (în sensul creșterii presiunii), deci este perpendicular pe supra- 
feţele de cîmp gravitațional constant în sensul acestui cîinp. În cazul particular 
de mai sus aceste suprafețe sînt orizontale şi cîmpul este vertical în jos, 
de aceea gradientul presiunii s-a redus numai la componenta verticală (13.1) 
(în SC ales). În general avem 


Cp - dm ar 
crad dee: —— (== |” ZE — | ARI ese ni 3 (13.2) 
Sp pe Pepi dy 


gradientul presiunii este egal cu forța pe unitalea de volum (densitatea valumică 
de for[ă). 

La lichide densitatea p este practic constantă, asttel încît (13.1) dă prin 
integrare : i sI E ce ră ae 


P> — P. = — p9(z2 — Za) sau |Ap| = pgh, (23.3) 
unde A este grosimea stratului de fluid, ICI 
“a ai z0 03 SUA o a a ss CARR! IN SE -? b il e = R ia N 

Observaţie. Presiunea (13.1—3) este numită hitdrostutică. saii ' usrostatică spre a o deoschi 
de presiunea cinetică de la gaze, care se datorește bombardamentului molecular asupra pere- 
ţilor vasului, 


poza . 


N UNITĂȚI DE PREȘIUNE i 


- Reamintim unitățile” de presiune : ă 


+ IPN 1 ynfeme = Lbarge =.04 Nm? în CGS... (13.4) 
e e i pai ua le = 100 baryer=> 1 Mharye =.105 Nimo sa 
Alte unităţi tolerate, folosite curent sînt itmtăituarele : “A 


Torrul (sau mm Hg) este egal cu presiunea exercitală de o colcănă de mercur încilă de 1 mm 
la OC şi în cimp gravitațional normal (standar?). Folosind (13.3):rezultă :..:. a 


: „1. Torr. = [poh] = 13,5951. 10a FE * 3,80065 EA 0 ai e 
că A m? se sea d 


199322 Nm? 1333 Nm, (13.5) 


O atmosferă fizică este egală cn '760 'Torr: 


î) LII 


1 atm del. 250 Torr = 760+133,322 Nm? =110 1325 Nin? 2 
ai „E 5019-10 Nm: = 1018 bar. șa nt (86) 


O “atmosferă tehni că este s 


S + 


AIR) dati kgijera? a 98066,5 Njin* 2 9,5-10: Nym3, 
E a e RA E EEE PE A E miri 4 ui i RI 
2 at 3 /780,892 "Tor as, 735-Forr. pe 037) 


ui: 4 atm = 1,03398! at: 1,093 ât.. 


Milianetrul coloană 'de apă: (sia iz 0) DAI RE dc, E i A te PE 
să Şi mn TI, O 9 8 Nu; 1 Tor 13, 6 nara HI, 0, îi ă “a3, 3), 
4, atm 2.10,33 mEI0, a 1 at = 10 m H,0. A : "18, 2) 


i 


13.13, LEGEA LUI PASCAL 


Prasiunea cvencătati dd sii dai lu suprafața unui lichid incompresibil se 
iransmile cu aceeași intensitale.. în toate UPCU RE A în n milă apr aa ti 

"Legea poate'ti dedusă și te- n II ad ui 
oretic din consideraţiile de' con- 
servare a energiei : lucrul mecanic 
efectuat de forţa dF, pe dis- 
tanţa da, trebuie să fie egal cu 
lucrul mecanic al! forței AF; pe 


distanţa. d, (fig. 13.2): Ahdu, =. 
== AE,dz,, dar din condiţia de în- 
compresibilitate;: dS, dr, = Ssdrz 
de unde împărțind. membru la + Fig. 132 
membru, rezultă 2 


AF, JS, = AF, AS. a p. Ri ai (13.10) 


Cu ajutorul legii lui Pascal se explică funcţionarea preselor hidraulice. 


131.4. LEGEA LUI ARHIMEDE 


3 : iz, suta îs 
Un corp cufundat! tlr-un fluid este împins “de, jos în “sus cu o forță egală 
cu greutatea volumului de: fluid dezlocuit de corp. Pie gti 4 


Pentru demonstraţie putem folosi următor ul ralionament + sirăgiu, inge- 
nios și elegant.” Să delimităm în “interiorul Puiduluii: un voluni | oarecare V 


de fluid. Putem presupune de exemplu, că l-am 
„delimitat. printr-o peliculă infinit de subțire, im- 
poiderabilă,, perfect, flexibilă și inextensibilă, 
ceca ce nu "modifică cu nimie echilibrul volu- 
mului sic; fluid astfel delimitat, sau putem pre- 
supune “că acest volum de Îluid s-a „solidificat“ 
(fig. 13:3). Asupra acestui volum: acționează forța 


de greutate 6, = mg, precum şi forțele de pre- 
siune exercitate de restul fluidului, perpendicular 
pe suprafata ce delimitează v olumul V, Deoarece 


“acest volum dă fluid este în echilibru, rezultanta 
tuturor fortelor, de „presiune exercitate, normal 
pe suprafaţa, sa de, restul fluidului trebuie. să, "die. egală în. modul:și de sens 


Fig, 1 3-d 


opus cu'greutatea. G, a fluidului 'delimitaţ, cu- punctul de aplicaţie în centiul 
de &reutate al volumului de: Lluid i li Întocuind acum: acest volum 


9489 


de fluid cu volumul identic al unui corp oarecare, rezultanta forţelor de presiune 
exercitate de fluid pe supratața corpului nu se schimbă cu nimic, adică rămine 
ca înainte, egală în modul și de sens opus cu greutatea volumului 
de fluid dezlocuit de corp. avînd punctul de aplicaţie în centrul de greutate 
al volumului de fluid dezlocuit (centrul de presiune), 


Ooservație. Legsa lui Arhimede poate [i demonstrată matematie pe baza formulei hictra- 
statice (13.2). 
Rezultanta forlc:or de presiune : E - 


9 — p)uS = = [coma DAY == — fezav = — pan = — de (19.11) 
i Si : i e: a d i 74 i e apti Rl îe 9 iata Ş 


je d ră j : Ci ad 


dis prima kosadiă vencozirită suma Gezuilianta) tuturor forțelor: de presiune exercitate pe 
suprafaţa închisă oarecare S în interiorul fluidului și care Qe! imitează, volumul Y, Aiai. departe 
am fylos, te formula iaseraitică Subiect (f— funcjie scalară cu, feri ivate continue) : 


$raă= faraa rus i a e i „Cat 
A IE) : . . 

Ultima iitegrată din (13.41) reprezintă greutatea fhaidutui din ora) supralejei, închise 5. 

Rezuttanta forjelor de presiune exercitate pe o suprafată inchisă în interiorul unui fluid este 


egală in modul și opusă cu sens cu greulalea volumului. de fluid cuprins:de acea suprațață. ! i 
Momentul rezultaut al forţelor de presiune : 0 dee 0 di Pai 
De: idee d 30 4 iată 
ie dx aFE i: —pa5 = — $p X-a = = firot (PAV. it 
i: că Ma ua 0 a 
- — RE RI | RR 
n trad px pe Ja pad 27 AP -Î7 x gdu = — (: x dr (13.12) 
ua i i “vu: ZE 
unde rot.: Pi inseamnă - rotorul vectorului d: ei d 
— —— 
ij k 
= dei i 
rot a==| 22 8 2,|=, sept, e) a ete — 04) dz, — ya) (12,1-1) 
&, 44| i 
și. am iolosit următoarele teoreme matematice (a. vertor. cu derivate continue) Ri 
şa x d$ = fra d av, „rot(fa) = iti x de [rot a. (rob = 9. „+ (33.15) 
Ș.: 


"Momentul reziltani d forielai de, presiune "egereltale pa 7) suprafăă inchisă dint-i n : fluid 
este egal in modiit şi de sens opus cui i inomeitul rez altant al forlelor de greutaie ale vibhmuli de 
ei i: ii ide.:acea suprafață.» (ii 


“Greulaica aparență a unui corp cufundat în -un Îluid va JA (pes — densi- 
țatea finidului, Pa, — "densitatea solidului) ; | 


d i :G =hg'—sg= mat ep. m (18.06) 
Dacă op. < pe corpul se sculundă, dacă fi î> Pe: corpul se ridică la supraiată 
(pluteşte). | 


ţ 4 ada - i a d it 408 A tg 9 dă "y 
i tei sn ta i iei .- 


3 . 


13.15. ELUIDELE IN SR ACCELERATE 
Dacă. “tițitul se sila în repaus "Telativ într: Un SR accidente alunci este 
comod să-l ''studieiu în“SR propriu : considerăţiile de hidrostalică 'se aplică 


intocmai! introducind. bineînţeles forțelei.de: ina spori. (fopgele Cut alis IStast 
nule. dacă - Fluidul: este in -repausnîni acelui 'sistem)iiri. Se a ce 


bi ata: 


De exemplu, suprafața liberă a. 
fluidului va fi perpendiculară pe 
rezultanta forţelor masice : gravita- 
ționale şi de transport ; la el dis- 
tribuţia straturilor de Îluid de den- 
sități diferite (separatorul. centrifu- 
gal) ; forţa arhimedică se schimbă 
corespunzător ete. Totul se petrece 
ca și cum s-âr adăuga un cîmp SH- Ale, 
plimentar de forțe gravila jionale Fig. 13ud 
egale cu forțele de trauspot. aa 

Mai general, dacă fluidul curge în SR neinerțial considerat, atunci mai 
trebuie adăugate și lorţele Coriolis. i ; e a 

De exemplu, dacă într-un vas închis arde o lumînare (ferită :de curenţi 
de aer) şi punem vasul la marginea unui disc orizontal în rotație (la mașina 
centritugă), atunci flacăra se înclină spre centrul discului (spre axa de rota- 
tic) şi se încovoaie spre dreapta (dacă privim de sus și rotalia se lace în sens 
trigonometrie) (fig. 13.4). i AA 

în adevăr, flacăra este formată dintr-un, cureni de gaze fierbinţi de den- 
sitate moi mică 'decît aerul, de âceca în câmpul forţelor de'tiansporttcâtri- 
fuge flacăra se înclină 'radiat către centru, iar' torțele 'Coridlis” (câre'-acţio 
nează numai asupra gazelor fierbinţi câre se mişcă) io 'încovoâie spre dreapta. 

Analog, dacă lăsăm să cadă i her un felinar (ferit de curenţii de acer), atunci 
în tinipul căderii flacăra se stinge, fiindcă lipseşte iorța ascensicnală statică, 
care să îndepărteze gazele arse ale flăcării (deci va fi împiedicat accesul oxige- 
nuiui). | 


„ut + 082, IBCUAȚIA DB CONTINUITATE ni: i ir 
tg e ae E aa n ate E DĂ e PR il, ai 


«, Finidul este caracterizat prin distribuţia vitezelor (eîmp vectorial) și a 


presiunilor (cîmp scalar) : 


20 (ge aia ee Ah 


Di 


iasi 


00 DB = PD. 2 (317 


ind de timp, curgerea este staționară sau 


Dacă viteza și presiunea nu dep 
în regim permaănenl. d 


aa. INIILE DE CURENT 
i i a. = PE a a Ss “ 


Liniile de cureat sint iraiectoriile particulelor de fluid. în regim staționar 
sau în oeneral sint acele linii de-a lungul cărora veelorul viteză este tangent 
da finie, n i ali 

Dacă prin toate punctele unui 'contur închis ducem liniile de curent, 
obținem:un tub le, curent, a „cărui, suprafață laterală este formată deci, din 
linii de curenți: Particulele de fluid aflate:într-un tub, :de curent: nu.ppl ieşi 
dia ei in regimul de curgere staționar. :: i a astia 


natia 


13.2.2. FLUSUL DE FLUID 
. Ca ntitatea de fluid dm care trece în timpul d/ printr-un elenient de Supra- 
faţă dS este evident (fig. 13.5): i E a AR, e N n E 


dm = p ASuv al = pdS sal —paSat, = po 413.18) 


j? 


Fig 135 Tip, 136 


unde yu este densitatea curentului (fluxului) de, [luid, egală numerie cu masa 
de fluid. care, trece în. unitatea de, timp „prin, unitatea de supralaţă așezată 
perpendicular pe direcția. „curentului : Și cn ads azil ar apă „a 
RR Di Ă 7 PRI [4000 ce e Ş E pă că IERI II RR: dnei Ă SEA SI 
i :0 A SA ZA £ sat flo dm ] e Dut — joi „a Re - ă 
e et Pe N e pa E Pai pe Pb. a mea, 4, (48418) 


AS, A 


13,2.3. ECUAŢIA DE CONTINUITATE 


Să delimităm în'interiorul huidului:un volum arbitrar V de Iluid, mărginit 
de suprafața închisă S'(fig. 13.6). Masa de fluid conținută în volumul Y este 


ia 0 = ec, p dV. : ia Dee ate ie aurie 4 (13,19) 
V eg pe de pp 


» Printr-un clement de suprafaţă dS iese, cantitatea de îluid (13.18), de 
unde prin toată suprafaţa iese cantitatea de [luid : 


cea iesire SR. caza) 
EI S 


ceea ce duce ia scăderea corespunzătoare a masei (13.19) conţinute în volu- 
mul V (integrala 13.19 depinde de timpul î.ca de un parametru) : 
E ae ae PO ae AP alu 
—d ec DAY = — | a aV =| pv dS di, 
SED eee cita est Alei ai, VP pei i pi sl DE a ia d 1 Pe 1 a 


E: y A joi 
de,,unde.. 


dp a rd : Li 
— 13 dV=ipvds; . (13.21) 
pA pafil >], „dt pa Pe 0 tă aa eg: ' i j 
| i i 2 . 4 r Ă | S i . 
scăderea masei 'de fluid conţinute lîii interiorul “unei suprafețe închise S, în 


ustitatea de timp; este egală -cu fluxul: de: masă câre' iese: prin- suprafaţa S 
(expresia legii de conservare a masei). i e ii tii dz 


cp , stă 
Aplicînd teorema lui Gauss (a — vector arbitrar cu derivate continue) = 


$a AS —(div d AV, div GSS + 2, + dus, (13.22 
membrului eine din (13. 21); obţinem | 
((£ EN div - sea) dV :== pf (18.23) 
V i pi | | 


Ca volumul V este iai i tezei iscate să fie nul : 
Er ai pă=0. XR (13. 24) 


icasaalia este ecuaţia de fini (sau ecuația continuității) — expresie a 
legii de conservare a masei îluidului. 


O ecuație absolut identică este valabilă pentru densitatea de sarcină 
electrică p (expresie a legii de conservare a sarcinii electrice). 
13.2.4. REGIM STAȚIONAR ;. 


"În cazul regimului staționar (permanent), densitatea, Huidului nu: "de- 
pinde de tinip,, 2plet ul și (13. 24) devine: 


div po = o sau zis div eo, AV = = dp pv at”, = 0. | i a -t0a.25) 


e ez uta Să : i | _ - | că E 
Să aplicăm ultima ecuaţie unui “tub de curent între două secţiuni Susa 
—_— 
(fig. 13.7). Pe suprafaţa laterală: vdS =0, de aceea: 
prd ur he arca - -€ i “i 
E et 2 A 4 0 NE. 


Li 


— fi AS = = 0, 
unde în i ambele. j jtantale di e a 8 5, Va 
membrul drept, 45 se ia în sen-.: . : -: îi _ Fie. 137 
sul curgerii. Prin urmare, ă E te i a 
0, = — fps FRI (5 AS ae const, - (13.26) 


adică, în regim staționar debitul de masă (7 este același prin fiecare secțiune 
a unui tub de cureni. 

Pentru un tub subiire, astlel încit densitatea și viteza fluidului să -fie 
practic constante pe secțiunea tubului, . obținem : 


Om == Pau Si = psba Sa = poS = const. (13.27) 


u 


13. 2.9 FLUID INCOMPRESIBIL 


În cazul curgerii unui fluid incompresibil, e = const, deci €p/et =0 și 
eplez = cie., şi (13.24) că 


div 2 = 0 sau ave av 95 d =0. (13.28) 
Ss 


mai 3 ba dle Ab 


Aplicînd unui tub de curent, ca mai sus, obţinem : 
d e i SR a ne uz li a e - E MIO E E 4 a ai d 
Q, = ( VAS sa ţ vb AS = const, Ș (13.29) 
Si Se 


unde în ambele integrale d$ se ia în sensul curgerii, deci 
„ „în cazul curgerii fluidului incompresibil; atti -debilul de volum cît şi debitul 
de musă sînt constante de-u lungul unui tub de cureni. 

luînd vitezele mediale pe secțiunea tubului, ecuaţia (13.29) devine: 


î.= (o S E const Şi Qin se eEP)S = const, (13.30) 


acolo unde liniile de curent se îndesesc, viteza: finidului crește. 


sp CER 4 a gh e du. bea E sm th 


i ă 3 i i i - Ti . - 
Acolo unde tubul se îngustează, viteza fluidului creşte. Rezultă atunci că 


, 
AN pt 


183.3; ECUAȚIA LUI BERNOULII |. 1: 


Se numește îluid ideal:un' fluid incompresi bil și-lipsit de viscozitate. 

Cu o precizie “destul de bună, lichidele reale pot; fi. considerate incom- 
presibile. Deşi gazele sînt uşor compresibile, totuşi compresibilitatea lor se 
manifestă abia la curgeri cu viteze apropiate de viteza sunetului. Experienţa 
arată.că un mare număr de lichide și chiar: gaze, dacă, vitezele acestora sînt 
mult mai mici decit viteza sunetului și gradienţii vitezelor sînt mici, corespund 
satisfăcător fluidului ideal. Vom studia în acest paragrat curgerea unui îluid 
ideal. ti-e i SRR mo A ic A IL e 0 aice ici a MR ae aie tr 


PINIRA [ai a SSE E ONE A A RA e RR i TR Lui E A DE 
iezii t E NP LIL Ea 0 At i re : Li e ga. „d 


13.3.1. ECUAȚIA LUI BERNOULLI 


Să considerăm fluidul ideal şi un “tub de curent infinit de subţire, deli- 
mitat la capete de-două-secţiuni d$,, d$, şi să aplicăm cantității de fluid 
astie! delimitate teorema variaţiei encigici mecanice (fig. 13.8). În timpul di 
sistemul se deplasează de-a lungul tubului din poziţia AB în:poziţia A"B'. 
Totul se petrece ca și cum din porţiunea A4” ay dispărea masa dm = pOSDai di 
= 0dV cu energia cinetică dm-03/2 şi cu energia potențială dm:ghi, iar în 


Fig. 13.83 . 


e rare 
POI N RR N NI N OI RI 
mat: o E ar E 
i E FE 
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porţiunea BB” ar apărea o masă egală (datorită incompresibilității Iimdulu 
ideal) dm = p dS,vdl=p AV cu energia cinetică dm:3/2 şi cu energia po- 
tențială dm ghz. ke E. 2 

“Variația energiei mecanice (cinetice și. potenţiale). a sistemului este deci 


dE = am (pă —- 1) -- dm gheo E h,) pe pi (13.31) 


şi trebuie să fie egală cu lucrul mecanic-al forţelor de presiune exercitate 
asupra sistemului considerat : î 


"4 = F, ds, — Fa dse = pu AS, di — Pa ASe be di = | 
sa = pu dV —.podV, -dV == dm!p; (13.32) 


forţele de presiune laterale nu efectuează lucru mecanic și nu avem forţe 
tangenţiale de irecare, Huidul fiind presupus ideal (fără viscozitate) : 


— 


dE =AW —prt PA +. p9l, = Da + pri -- ogha 


sau i ăi 2 Ea 


p 3 - put pgh = const. (13.33) 


Aceasta este ecualia lui Daniel Bernoulli -(1700—1782). Constanta diferă în 
general .de la o linie de curent Ja alta (este aceeași la curgerea fără vîrtejuri). 
a UE pi A a 05 5 : iri aid € za ă zi De ta a Mae ri 

dai pei ef AES i A sana: oaie Îl iesti vacevag setea: 0 at) 
Presiunea peste presiunea slalică; pa= 9 Se numește. presiune 


i (It) 74 i EA 


: îi paie a i pa? pe i Ara 2 Pta” Bal CE ai ai ec, al a o mi E age 
dinamică, ea -se..datorește energiei cinetice a. fluidului, fiindegală cu energia 


cinetică a unităţii de volum, iar p gh esie presiunea de „poziţie“ (sau „polen- 


ţială“), datorită energiei. potenţiale, fiind egală. cu energia potenţială a uni- 
tăţii: de volum. - ERE E SR .., ; iz za i ip det ii „pr. e ra e A 


i a . E A EI . : - : i i Sa Ei „e î. Și d de bere 98 
! , 3 : HE Ft ş : . 33 ] li: zale î shall, 


13.3.2, LEGEA LUI BERNOULLULI 


Presiunea lolală într-un fluid perfeci este consiantă de-a lungul unei linii 
de cureni. pă aa 

Presiunea statică se exercită asupra unui element de suprafață așezat 
paralel cu linii de curent, de exemplu pe pereții (ubului (de aceea este uneori 
numită fpresiunea pe pereţi), sau exercitată asupra unui element de suprataţă 
orientat arbitrar dar mișcat solidar cu fluidul. Presiunea statică se măsoară 
cu sondele de presiune. 

Presiunea totală se exercită asupra unui element de suprafaţă așezat 
perpendicular pe liniile de curent şi se măsoară cu tubul Pitot avînd deschide- 
rea aşezată perpendicular pe liniile de curent. Presiunea dinamică se măsoară 
cu tubul Prandtl (fig. 13.9). | 

Pentru conducte orizontale ecuaţia lui Bernoulli devine 


po ca Mii Ia 
pet pent = pe + er = p + pr = const. (13.54) 


Pentru linia de curent care intră în tubul Pitot v2 =0 și deci presiunea 


- e. ET “ ] . [YI 
indicată de el p2 =. Spore pui =. presiunea totală. 


Lă 


„„ 183.3: PARADOXUL HIDRODINAMIC ă 
Intrând într-o porțiune îngustă a unui tub de curent viteza particulelor 
crește (debitul fiind” constant), adică ele se mişcă accelerat, de unde rezultă 
că presiunea în fluid în porțiunea largă a tubului trebuie să fie mai mare 
decit 'în porţiunea îngustă. SI d. 


Sondă 
de 


'presiune 


Tub 


| Prandati 
v -y =0 Lichid 
? 2 . 
it-- Sondă 
de presiune | Tub Piti 
N Fig, 189.) 


"În adevăr, deoarece în porțiunile înguste ale tubului viteza fluidului 
crește. (conform 'ecuaţiei .de continuitate), crește și presiunea dinamică, de 
aceea trebuie să scadă presiunea statică, adică presiunea pe pereţi, pentru ca 
suma lor 'să'rămînă constantă, conform ecuației lui Bernoulli: (paradoxul 
hidrodinamic), detii RE i De e i-l a 

„" Presiuiiea la gituitură poate scădea chiar sub presiunea atmosferică, 
astfel încît apare. fenomenul de aspirație pe care se bazează unele aplicaţii 
practice, precum pulverizatorul, trompa de apă, lampa Bunsen cete. 
(fig. 13.10). | 


i SE FR ci d. 
Tig. 13.10 


ORE 


Aplicaţii. a) Formula lui Torricelii. În cazul scurgerii unui lichid prinlr-un orificiu S$ 
intr-un vas, sub acțiunea greutății, legea lui Bernoulli dă pentru tubul de curent delimitat 
de secţiunile S* şi S ([ig. 13.11): E 


JI + Le + epgh= 1-4 Lev: ; SV = Sv, 


Yig. 13.11 


de unde 
ag 
EPURARE, (13.35) 
V1— S:/sS* 


Dacă S' > S, obţinem formula lui Torriceili (scamănă cu formula lui Galilei de la căderea liberă) 3 
“o=V2gh; (13.35) 


viteza de scurgere coincide cu viteza particulelor în căderea liberă. i 

Se vede şi din figura 13.11 că acolo: unde liniile de curent se îndesesc, viteza fluidului 
crește. i i 
b) Reacţiunea fluidului asupra conductei curbale. Un fluid care curge printr-o conductă 
curbată exercită asupra acesteia. o forţă de reacțiune F” care poale fi calculată din variația 
impulsului, raportată la unitatea de timp. În unitatea de timp trece printr-o secțiune a con- 
ductei masa de fluid Qu, = pSuv: = pSeba (debitul masic), a cărei variație de impuls este egală 
cu forţa exercitată de conductă asupra fluidului (fig. 13.12): 


Fig. 13.12 


— = — - i 
I = QmA0 = Qm(ba — di), -(13.36) 


— 
de unde forţa! de reacțiune F” exercitată de fluid asupra conductei: 


— — - —  .— 
[= — F = Qn(oi — 05) =: Sp. — 2). (13.37) 


Exemplu : Un tub de cauciuc, legat cu un capăt la robinetul de apă și cu celălalt capăt 
încolăcit pe masă, se va îndrepta prin curgerea apei, 


13.4. VISCOZITATEA 


La viteze nu prea mari curgerea fluidelor este laminară (în straturi 
paralele), adică liniile de curent sînt bine determinate și nu se intersectează 
nicăieri între ele, fiecare particulă de fluid rămîne mereu în interiorul unui 
acelaşi tub de curent. La viteze mari miș- 
carea devine țurbulentă, neregulată, por- 
țiunile de fluid se amestecă și se formează 
virtejuri (există și curgerea fluidului ideal 
cu vîrtejuri). 

a) Dacă straturile de fluid alunecă 
unele iaţă de altele, între ele apar forțe 
de frecare internă sau de viscozitate. Stra- 
tul cu viteză mai mică va îrîna stratul cu 
viteză mai mare cu care este in contact, 
şi invers, stratul cu viteză mai mare va 

Fig. 13.13 accelera stratul cu viteză mai mică peste 
care el lunecă, 

Aparilia acestor forțe, situate în planele de lunecare, se explică prin 
variația de impuls a straturilor datorită trecerii moleculelor dintr-un strat 
în altul. Vom presupune că direcţia de curgere a fluidului este aceeași peste 
tot și că viteza de curgere variază ca modul numai în direcție per pendiculară 
(transversală) pe direcţia de curgere (fig. 13.13). 

Experienţa arată că forța de frecare internă care apare în patul de lune- 
care pe unitatea de suprafaţă este proporţională cu gradientul vitezei (legea 
lui Newton) : 


a Se ea NR (13.38) 
dS dz 2 dz 


unde + este coeficientul de viscozitate (aimamică), Aspendeni. de natura flui- 
dului (şi de temperatură). 


b) Dimensiunea coeficientului de viscozitate este 


—1 314rp—2 Ş 
[4] ENE iu... au = LOMT = kg/mes = Nes/m? în SI. (13.39) 
E d e Paz 
Unitatea CGS este poise P (după numele lui Poiseuille) : 
1P = 1 glemes =0,1l kg/mes, (13.40) 


deci unilalea SI este egală cu decapoise (daP). 
La lichide + este de ordinul a 10% daP, iar la gaze 4 este cu două ordine 
mai mic: 9 10 daP., 


— 


Viscozilăţi în 10? daP 


| oC 20*G 100*C 
apă | 1,786 1,002 0,283 
mercur 1,68 | 1,55 1,23 
acer 1,7 +10 1,5-1072 2,2107 


Viscozitatea 4 împărţită prin densitatea p a fluidului se numește visco- 
zilatea cinemalică : 


. - —1 
AY] EA: 3 [v] SEP nm = LT = m*/s în ȘI. (13.41) 
p ML: 
Unitatea CGS este -stokes (St): 
1 Stil cs = 104 m/s. (13.42) 


La lichide y » 10-% m”/s, la gaze v 105 m”/s (mai mare decit la li- 
chide), 

Viscozitatea 4 la lichide scade sensibil cu creșterea temperaturii, în timp 
ce la gaze creşte ca VI. 

c) Existenţa frecării interne (a viscozităţii) se arată experimental ușor 
suspendînd printr-un fir un disc sau un cilindru sub care se rotește un alt 
disc sau cilindru (fig. 13.14). 


Citindr: 


Discuri 


„Fig. 13.14 


Stratul de fluid imediat adiacent corpului rotit aderă de acesta şi este 
antrenat de el. Celelalte straturi sînt antrenate cu viteze din ce în ce mai 
mici pînă la ultimul strat alipit celuilalt disc sau cilindru asupra căruia se va 
exercita astiel o forţă de frecare care îl va roti. 


NEA 


13.5. FORMULA LUI POISEUILII 


Să studiem curgerea laminară staționară a unui fluid visces printr-un 


tub. Curgerea laminară are loc la viteze nu prea mari sau la diametre nu prea 
mari, 
Să delimităm un Lub de cureni de rază r (fig. 13.15). 


Tig. 13.15 


Asupra ftuidului din acest tub acţionează forţele de presiune de la extre- 
mităţi cu rezultarita : puzr? — pazr? şi forţa de frecare internă pe supraiala 
laterală, exercitată de restul fluidului, datorită viscozitătii : 2arl, Curgerea 
fiind stalionară (cu viteză constantă), lorlele își fac echilibru : 

(pa — pa)zr? = 2arlq 
sau ţinînd seama de (13.98): 


(pu == par = —2l—, (13.43) 


unde seninul minus se datorește semnului negativ al gradientului vitezei : 
do/dr <0; viteza pe axa lubului este maximă și scade spre pereții Lubuiti, 
iiind nulă la perete, în stratul adiacent, 
Prin integrare obținem : 
— Pe | ), —- Da a s 
Pi D= 7 ar, PE 220 sinae Di Pa mă 3 A 
2l'a 4lq 
unde constanta de integrare C se determină din condiția că la perete, pentru 
r=R, viteza este nulă: 


d 2=— 


a 


p(r) = PPE (RE — 75) = val — r*/R3), 


419 
vas PL: Ri, va =1—(r RE. (13.44) 
4la 


Distribuţia vitezelor este deci parabolică (fig. 13.15). 
Să calculăm debitul volumic : 


R î n 
0.= vas = (o 3 ds dr EC i dr, 
din 
, YU &. : [3] 
Cu Elbe Deh ups ez, vindea o e Pe Psi, (13.45) 
SI a. 


Aceasta este formula lui Poiseuille (1841). 

Debilul este proporționul cu căderea de presiune pe unilalea de dungime 
a tubului şi cu puterea a d-a a razei tubului. 

Această formulă poate [i folosită pentru determinarea viscozităţii flui- 
delor (de exemplu, în -viscozimetrul lui Ostwald), 


nanan 


Legea lui Poiseuiile explică unele aspecte ale fiziologici circulației san- 
guine. In adevăr, rețeaua capilară a omului însumează 10% km ! După nevoile 
organismului debilul sîngelui este reglat uşor prin contracția sau dilatarea 
vaselor sanguine ( 1!) (sîngele necesar este luat din „depoul de singe“, 
în primul rînd din splină şi ficat), 


13.6. LEGEA LUI STOKES 


13.6.1. STRATUL LIMITĂ. LEGEA STOKES 


Atunci cînd un corp se mișcă într-un fluid, la suprafața sa aderă un strat 
foarte subţire de fluid, antrenat de corp. În regim laminar, deci la viteze 
nu prea mari, în vecinătatea corpului există un strat relativ sabțire, numit 
strat limită, în care viteza scade pină la zero şi în care se manifestă forţele de 
frecare duatorite viscoziLăţii. 

Putem evalua grosimea d a stratului limilă astfel. Notăm lungimea și 
lăţimea stratului limită cu h și D. Atunci forța de frecare internă după legea 
lui Newton este ! 

Pai de hd. (13.46) 
| A ui A ş 
Pe de altă parte, forţa de frecare internă poate fi găsită din variaţia de impuls 
a fluidului (de la stralul cu viteză zero pînă la cel cu viteza v) pe unitatea 
de timp: 
Fo Quo =pdbo:v —padbv”. (13.47) 
Din aceste două expresii rezultă 


d = |. | (13.48) 


Dacă considerăm raportul hb/d din (13.46) ca o lungime caracteristică 1 a 
corpului, atunci lorţa de îrecare (13.46) devine 
F == const. lv (legea lui Stokes). (13.49) 
„Legea lui Stokes. Forfa de frecare F întimpinată de corp (în regim laminar 
de curgere) este proporjională cu viscozitatea fiuidului n, cu dimensiunea liniară 
caracteristică Î « corpului şi cu vileza sa v. 
În cazul sferei se obţine formula lui Stokes : 


F=6zxq e, (13.599) 
unde r este raza sferci. ie 
13.6.2. VITEZA LIMITĂ 6TInrv 


„Cu ajutorul formulei lui Stokes se poate calcula viteza 
limit pe care o atinge un corp sferic în cădere liberă într-un 
fluid. La început viteza fiind mică, forță de frecare: Stokes 
este mică și corpul cade accelerat sub acțiunea greutăţii apa- 
rente, Pe măsură ce creşte viteza, crește și forța de frecare 
Stokes (13.50) pînă cînd devine egală cu greutatea aparentă 
şi sfera coboară atunci uniform cu viteza limită (fig. 13.16): PA 


der 


9, 


6zn ro = mg(l — pulpa) = (pe — p)— 
3 Fig. 13.16 


Tig. 13.17 


de unde viteza limită 


p. 
d (ps — pg. (13.51) 


7i 
Viteza limită este proporţională cu pătratul 
razei. Ea se atinge practic foarte repede. 
Pentru particule foarte mici, viteza va 
fi foarte mică (ceaţă, nori, praf fin). For- 


„mula (13.91) a fost folosită de Miliikan pen- 


tru determinarea sarcinii electronului. 


13.7. EFECTUL MAGNUS 


Fie un cilindru în rotaţie așezat într-un 
curent de îluid, în regim laminar, perpendi- 
cular pe axa cilindrului (fig. 13.17). 

Datorită forţelor de frecare (viscozităţii) 
cilindrul antrenează straturile de fluid din 
vecinătatea sa, în sensul mișcării sale de ro- 
taţie. În punctul A viteza fluidului va fi 
mai mare decit în punctul B, unde cilindrul 
se roteşte în sens invers curgerii îluidului. 
Conform legii lui Bernoulli, presiunea statică 
laterală asupra cilindrului va Îi mai mare în 
B decit în A, astfel încît apare o forță rezul- 
tantă transversală spre partea unde viteza 
fluidului este mai mare, Acesta este efectul 


„Magnus. 


Ca regulă practică corpul este împins 
transversal din regiunea cu liniile de curent 
rure spre regiunea cu liniile de curent dese. 

Efectul poate fi ilustrat punînd în ro- 
tație un cilindru de carton și aruncîndu-l 
orizontal. După sensul rotației, traiectoria 
cilindrului va curba lin sau brusc spre pă- 
mâînt (fig. 13.18). Se poate îolosi și un plan 
înclinat pe care se rostogolește (şi lunecă) 
un cilindru. 

__O altă experienţă se poate face cu un 
mosor din carton ușor peste care este înfă- 
şurată o bandă subţire și ușoară de pînză, 
ca în fig. 13.19. Trăgînd brusc orizontal 
banda de pînză (fixată de un beţişor ținut 
orizontal), mosorul se va roti foarte repede 
şi va luneca. Părăsind masa, în loc să cadă 


după'parabolă, mosorul va zbura în sus de- 


scriind o buclă. 


Fig. 13.19 


ă 13.8. CURGEREA TURBULENTĂ 


13.8.1. FORMULA LUI NEWTON . 


Dacă viteza de curgere depășește o valoare critică, reginul laminar devine 
instabil și trece în regim turbulcent. Se formează vîrtejuri, a căror origine este 
legată de îorţele de frecare (viscozitate). Liniile: de curent dispar ; întreaga 
masă de fluid se mișcă dezordonat. Viteza nu -mai este o luncţie continuă 
de punct. Curgerea devine nestaţionară. Viteza și presiunea variază în 
fiecare punct, îluctuează în jurul: unor valori medii. Forţa de 'rezistenţă 
exercitată asupra obiectelor crește și devine proporțională cu densitatea flu- 
idului. și cu pătralul vitezei. 

În adevăr, la viteze mici, în regim laminar, predomină: forţele de frecare! . 
care depind de viscozitatea 4,-de viteza relativă -p-a-Ihidului-faţă de' corp. 
şi de dimensiunile liniare £ ale corpului. Din consideraţii dimensionale. re-:: 
zultă ușor -legea lui Stokes: 


F = const. melbot, LMP-2 = (LAMTPRLALT 


de tide 4 = pt, Pl 
: F = const. lv (legea Stokes)....: -. d (13.92) 


L.a viteze mari, în regim turbulent, predomină efectele inerţiale, dato- 
rite energiei cinetice sau presiunii dinamice. Virtejurile consumă energie cine- 
tică de rotaţie în dauna energiei cinetice de translație a lichidului. Formarea 
vîrtejurilor în urma corpului (fig. 13.20) duce la o creștere a forţei de rezis- 


tenţă la curgere faţă de regimul laminar. Virtejurile se amortizează treptat, 
energia lor cinetică transtormindu-se în căldură (în energia internă a fluidului). 
Viscozitatea se manitestă doar într-un strat limită foarte subțire. 

Din consideraţii dimensionale rezultă uşor. formula lui Newton : 


e IL C Sgv” (formula lui Newton), (13.53) 
2 ai 3 . aL: 


unde C este o constantă adimensională, sensibilă la forma corpului (fig. 13.21), 
S — aria secțiunii transversale. 


- 


i „te. 


Disc Emistere 


E aa se UD e 9 ți e 


a Fig 1321 

Forța de rezistență F este proporțională cu aria transversală S opusă flui- 
duluii, cu densilăteă'ș a fluidului' și cu pătratul vitezei v (cu presiunea dinamică 

Trebuie observât că La orice viteze (la orice regim, laminar sau turbulent), 
în forţa de rezistenţă contribuie ambele efecte, al viscozității și al energiei 
cinetice, numai că Ia viteze miti predomină primul efect (energia cinetică 
sau presiunea dinamică este neglijabilă faţă de forţele de frecare internă 
datorite viscozilăţii), iar la viteze ntari predomină al doilea efect. 


, pici in via ; Ă „__0w 
Viteza limită de cădere liberă a unui corp într-un fluid (aer), în regim 
turbulent (de exemplu, parașută), va îi: 


| 3 
j 2Vg _ A: 

7 CSopt = mg(l — psle, 2 = ca (elor —D (0850) * 
şi în ori: unei slere ME 0,24) (R — raza stiti 3 
ENE E N N e = t 
w = VRIe-ler 7 = 197. (13.55) 1. £ 
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13.8.2. NUMĂRUL LUI REYNOLDS sv GS 


Tvecerea de la regim laminar la-cel turbulent trebuie să aibă loc la viteze 
pentru care cele două forie (13.92), (15 Asi devin comparabile între ele: 


90 / SE 


Cp = Cap Ul a (13.56) 


Raportul adimensional 


oja Ea (13.57) 


4 
se numește numărul (cifra) lui O. Reynolds (1883). 

Experienţa arată că irecerea de la regimul taminar la cel turbulent are 
loc pentru anumite valori ale numărului Reynolds, şi anume, conform con- 
diției (13.50) pentru Re = C,/C2, dar această valoare critică a numărului 
Reynolds C,/Ca trebuie determinată experimental, întrucit nu cunoaştem 
constantele C,, C, din cele două legi ale Ale de rezistenţă, constante care 
sînt sensibile la forma corpului. 

Astfel, pentru conducte tubulare cu pereii aotazi această valoare critică 
a numărului Re este (D — diametrul conductei) : 


fa mel. 1 2300; (8.58) 
Y i îi 


Deci regimul turbulent apare la viteze suficient de mari sau la diametre 
mari (pentru un îluid ideal Re = o). 
- În general forța de rezistență se poate serie sub forma: 


F =— f(Re)-gv"S, î (13.59) 


unde f(Re) este o funcție adimensională de numărul lui Reynolds. De exemplu; 
în cazul legii Stokes (regim laminar) pentru sferă : a 


Re) = 08.60) 


şi condiţia de valabilitate a legii Stokes este : Re &l..- 


În cazul curgerii turbulente prin- 
tr-un “tub, distribuţia vitezelor medii 
DS pe secțiunea tubului este complet diie- 
1 rită delegea parabolică Poiseuille de la 
"7 Turbuleni curgerea laminară (fig. 13.22): 


/ 


Dom = 1 — (r RY. (13.61) 
Fig. 13,23 


13.8.3. TEORIA SIMILATUDINII 


Mișcările care diferă prin parametrii p, 3, v, Î, dar au același număr Rey- 
nolds, se numesc asemenea. Întregul tablou al mișcării fluidului diferă atunci 
doar prin scara caracteristicilor sale. Astfel, comportarea avionului 'poate fi 
studiată pe modele în tunele aerodinamice (în aviaţie, numărul Re ajunge 
la = 10%). 

Există şi alte numere adimensionale folosite în teoria similitudinii. De 
exemplu, la plutirea vaselor, alături de forţele de rezistență proporţionale cu 
pl2?, joacă rol forţa arhimedică pl?g. Două plutiri vor fi asemenea dacă rapor- 
tul acestor forţe 


2 


Fr =—» (13.62) 
(9 
numit numărul lui Froude (1870), este același. 
La viteze de ordinul vitezei sunetului, rezistenţa este proporţională apro- 
ximativ cu cubul vitezei pentru ca la viteze supersonice să devină din nou 
proporţională cu pătratul vitezei. 


13.8.4. ARIPA DE AVION 


În cazul aripii de avion 
(fig. 13.23) apare o forţă re- 
zultantă a cărei componentă 
orizontală R, numită rezis- 
fență frontală, trebuie învin- 
să prin acțiunea elicei, şi o 
componentă verticală, nu- 
mită portanlă (sau forţă 
portantă ; ea este denumită 
şi forţă ascensionată dina- | 
mică spre deosebire de cea Fig. 13.23 
staiică din legea lui Arhi- 
mede), care învinge greutatea avionului (+ este unghiul de atac). 

Şi aici se aplică regula practică : corpul este împins transversal din regiu- 
nea cu liniile de curent rare spre regiunea cu liniile de curent dese, 


e i 


PROBLEME 


13.1. Un vas cubic este umplut complet cu un lichid, greutatea lichidului fiind G. Să se 
afle forța de presiune rezultantă exercitată de lichida asupra unui perete Jateral al vasului. Unde 
se află punctul de aplicaţie al acestei forțe ? 


R. F=GB,h=13. 


13,2, Un corp pluteşte pe suprafaţa mercurnlui (de densitate p) astfel încit este cufundată 
o tracţiune k din volumul său. Ce fracțiune k' din volumul corpului va fi cufundată în mercur, 
dacă se toarnă deasupra apă pină se acoperă corpul ? 


R, Je = pE— Po, 
p — Pe 
13.3. Pe suprafaţa unui lichid de densitate p, plutește o cană cu pereți foarte subţiri, de 


secțiune S, umplută parţial cu același lichid, în cană se introduce un corp de greutate G, care 
plutește. Cu cit variază nivelul lichidului în exteriorul și în interiorul cănii, faţă de cană ? 


R.  AB=Ah=G/po9$. 


13.4, Dacă o barcă (sau vapor) care phatește pe un lac se sculundă, ce seîntimplă cu nivelul 
apei din lac? 


R., Scade. | 
| 
13.5. Într-un vas cu apă pluteşte o bucată de gheaţă care conține în interior incluziuni, 
de exemplu o bucată de plută. Cum se schimbă nivelul apei din vas în timpul topirii gheții ? 


R. Pentru incluziuni cu papa nivelul nu se schimbă; pentru incluziuni cu e >> Papa 
nivelul va scădea. 


13.6. Un disc de gheaţă de secţiune S și grosime îi plutește pe apă. Ce lucru mecanic trebuie 
etectuat pentru a cufunda complet discul în apă ? 


BR. W= Ze h*(po — p)?. 


Po 


13,7, O'bilă urcă cu viteză constantă într-un lichid a cărui densitate este de n ori mai 
mare decit a bilei. De cite ori forţa de rezistență este mai mare decit greutatea bilei ? 


R. F,IG = pilee— 1=a—1. 


13.8. O tijă subţire omogenă de greutate G arc un capăt fixat într-o articulaţie de peretele 
interior al unui vas, celălalt capăt fiind culundat în lichidul din vas de densitate pe. Tija se 
poate roti Jiber fără frecare în articulaţie. Să sc atie densitatea p a tijei dacă la echilibru lungi- 
mea rămasă afară reprezintă o tracţiune k din lungimea tijei. Care este forţa de reacțiune din 
articulație ? 

k_; 
ir ko 


13.9. Într-un vas închis, umplut cu lichid, citeva corpuri plutesc și citeva corpuri stau pe 
fundul vasului, Cum se vor deplasa corpurile, dacă punem vasul într-o mașină centriiugă ? 


R. Corpurile care plutesc se deplasează spre centru, iar cele de pe fundul vasului spre 
periferie. i 


= —_ 
R. pP=p(l—î') F=-—G 


13.10. Un vas cilindric de rază R conţine un lichid de densitate p și se roteşte uniform 
cu viteza unghiulară « în jurul axei sale verticale. Să se afle ecuaţia supraieţei libere a lichi- 
dului și presiunea în lichid (fig. 13.24). 


a E] 
R.z=h+ ze +yD)=h+ Fi m? — paraboloid de reveluție cu axa verticală ; 
9 9 


1 
p = ph — 2) + a po2(22 + g1). 


| 1311. Să se afie debitul volu:nic O, al unui lichid, ştiind dilercuța de nivel A şi secţiu- 
nile respective $,. $, din dispozilivul din figura 13.25. 


n, Q, = 8,85, | 29Ah 


SSE 


Fig. 13.24 Fig. 13.25 
13.12. Printr-un tub cu gituitură. cu secțiunile $,, S, se' suflă aer (de densitate p) cu debi- 


a: CO tul volumic Q,. Să se afle diferenţa de nivel a apei 

2 a Y a 3 

că dintr-un manometru în formă de U, ca în fiaura 
13.20. 


e Mg SSE, 
29 e S.S; 


13.13. În cît timp se evacuează serul dintr-o se- 
xingă ţinută orizontal, dacă asupra pistonului se 
apasă cu o forță constantă F 2 Secţiunea tubului se- 
ringii este S,, a orificiului este $,, iar lungimea cursei 
pistonului este £. 


R. FEBR A [25 a — susp a că PS, 
Se 2 ia Sa 2F 


* Fig, 13.26 


13,14. Dintr-o ţeavă ţişneşte un jet de apă de secţiune S, cu debitul volumie Q,. Care 
va fi secţiunea jetului la înălţimea A deasupra capătului ţevii ? 
— S, 
> E OG o SCZ PIEaaĂ * 
VI — 29hSi/0a 


die 


13,15. Într-un vas se toarnă uniform un lichid cu debitul volumic Q,. Care trebuie: să fie 
aria secţiunii orificiului diu fundul vasului, pentru ca lichidul din vas să rămînă la un nivel 
constant A ? Secţiunea vasului este mult imai mare decit aria oriticiului, 


8) 
n, sl 
2gi 
Vâgh | | Sa 
13.16. Un vas cilindrice de înălțime 77 şi secţiune S” este plin cu un lichid. Pe fundul va- 
sului se află un mic oriticiu de arie S. În cit timp se golește o îracţiune f din volumul vasului ? 


E] 


2 s 


3% || 2 ses ara (iii): 
9 9 Ss 


13.17. O șalupă se mişcă rectiliniu unitorm, fiind propulsată cu ajutorul unui motor de tip 
reactiv care absoarbe apa printr-un orificiu de intrare şi o ejectează printr-un oriliciu de ieșire. 
Să se afle randamentul mecanic al motorului, știind că aria oriliciului de ieșire este de n ori 
mai mică decit aria oriliciului de intrare. 


2] 


n, _ ———— 
4 l+n 


13.183. O picătură de ploaie cade lu acr (Paos = 129 kg/m5) cu viteză limită în regim laminar » 
Viscozitatea aerului este 4 = 1,8:10-5 daP. Știind numărul Reynolds critic de trecere de la . 
regim laminar la cel turbulent, în condiţiile date, Re == 0,10, să se afie valoarea maximă a 


—— 


razei picăturii, 


9A*Re 
, tPaorPapad 


19.19. Un vas este umplut cu apă (de densitate p,) şi petrol (de densitate p). Știind grosi 
mea stratului de apă h, și de petrol h, să se afle viteza de scurgere a apei printr-un mic orificiu 
ln fundul vasului, a a 


1 2*10%5 m. 


. EIN fi Marea ete pb] 
NR.  v= V2gih 4 H2/9o)- e 
13.20. Cor s>rea laminară în jurul uni sfere de rază R,, care sc deplasează iutr-un lichid 
de densitate p, şi viscozitate gi. are loc pentru viteze care nu depășesc v,. Cu ce viteză minimă v; 
trebuie să se daplaseze o Dilă de rază N, într-un alt lichid de densitate pe și viscazitate na 
Ei 


pentru a avea loz o curgere turbulentă ? F, 
Rina 
op SE 


13.21, Printr-un tub de luugime [ şi rază R curge taminar un fluid viscos de donsitate e 
şi viscozitate n. Viteza pe axa tubului este p. Si se afle debitul volumic Q, energia cinetică 
a fluidului din tub £,, forţa da frecare dintre tub și fluid F, şi dilerența de presiune dintre cape- 
țeie tubuluis 


rr 7 4nlv 
R. Q = —DpR5, E.= a inpoi, Fp = ianlbo pr — p:= - ., 
2 6 E 


E) 


13.23, Coasidorind coordonata curbilinie s da-a lungul unsi linii de curent, să se deducă 
ecuaţia 


- 
unde 9, este proiecția accelerației gravitaţionnle pa linia de curent. Să se arate că din această 
ecuaţie se poate obline ecuaţia lui Bernoulli. 


13.23, Peintr-un tab de sesțiune S, cmbit sub unghiul a, curge un lichiri de deasitate p 
cz debitul volumic Q. Care este reacţiunea asupra tubului curbat ? 


R. F=2% 


CAPITOLUL 14 
OSCILAȚII 


Oscilaţiile prezintă o importanţă covîrşitoare pentru fizică şi tehnică, 
iar dintre ele cele simple, sinusoidale au rol fundamental, fiindcă orice osci- 
laţie poate fi obţinută prin suprapunerea unor oscilaţii sinusoidale (teorema 
Fourier). 


14.1. OSCILATORUL ARMONIC 


Oscilatorul armonic este un punct material care execută oscilaţii sinu- 
soidale pe o dreaptă sub acţiunea unei forțe atractive proporţionale cu dis- 
tanța pînă la centrul atractiv (centrul mişcării). 


14.1.1. ECUAȚIILE MIȘCĂRII 
Reamintim relaţiile stabilite mai înainte. Elongaţia: 
a = Acos(ot-+a),  —A sasa, (14.1) 
unde A este amplitudinea mișcării, e = of a — faza mişcării, a — faza 


iniţială, o — 2zy — frecvenţa unghiulară, v = 1/T — frecvenţa, T — pe- 
rioada mișcării, 


Viteza : | 
VP =ă = —o A sin (of-+ a) = 
= oA cos( ot + a + 2), —oAsvso4, (14.2) 
viteza este defazată înainte cu z/2 (sau T/4) faţă de elongaţie. 
Acceleraţia : 
a=5 = = —0"A cos (ot a) = —o?z = 024 cos(ot +a + a), 
—cA Sa so4, (14.3) 


acceleraţia este defazată cu z (sau 7/2) faţă de elongaţie, adică este în 0po- 
ziție de fază cu elongaţia (fig. 14,1). 
Forţa : 
F = ma = —mo?z = —hz,  k=mo?, (14.4) 
o fhm, OT 2 7a]E. (14.5) 


Ecuația diferenţială a oscilatorului armonic : 
EL oz =0. (14.6) 


Mişcarea armonică poate fi reprezentată geometric prin proiecția pe o 
axă a unui „vector“ (fazor) de modul A care se roteşte în sens trigonometrie 
cu viteza unghiulară o (fig. 14.2). Proiecţia A! a extremității acestui vector 
execută mişcarea armonică (14.1). 


Fig. 14.1 N 


Analog, viteza și acceleraţia în mișcarea armonică sînt date în fiecare 
moment de proiecţiile extremității vectorilor de modul oA, wA, defazaţi 
cu /2, respectiv z faţă de 


vectorul A (fig. 14.2). Ne is 
putem imagina, de aseme- Pg 
nea, că în loc să se rotească « / N 
vectorii, se roteşte axa 0X. . / N 


in sens invers. 


14.1.2. ENERGIILE 


Energia cinetică, E., po- : 
tenţială U şi totală Ea 44 


oscilatorului armonic sînt: Fig, 14.2 
E, -— mu = — mata: sin? (ot + a), (14.7) 


U = Ja =— kA? cos? (ot + = mA? cos? (ot +a), (14.8) 
Ee maz =— U mur 


Ra Bk = m(32 + 0222) =— mo? A? = kA2. (14.9) 


Energia totală este constantă (se conservă) și este proporţională cu pă- 
tratul amplitudinii şi cu pătratul frecvenţei. 


Energia potenţială U se reprezintă printr-o parabolă, iar forţa 
F = —dU[dz = —kz | (14.19) 


printr-o dreaptă (fig. 14.3). Forţa se anulează acolo unde energia potenja ă 
este minimă. 


14.1.3. ENERGII MEDII 


Reamintim definiți ia valorii medii a unei mărimi, de exempiu z = f(1) 
(fig. 14.4): 


b 
def 


e pe f(0) du, ce-o =fro a! = $, (14.11) 


«d , a 


Fig. 14.3 Fig. 14.4 


adică aria dreptunghiului avînd înălțimea (f) şi baza D— a este egală cu aria S 
mărginită de curba /(£), ca şi cum am „netezi“ curba f(2) pe porţiunea (a, d) 
astfel ca să obținem cu o curbă , „orizontală“ <f> == const aceeași arie. 

Valoarea medie depinde de intervalul pe care se face media. 

Pentru funcţiile periodice, intervalul de mediere se ia egal cu perioada 
(dacă nu se specifică contrariul). 

Din definiţia valorii medii (14.11) rezultă imediat următoarele proprie- 
tăţi ale valorilor medii : 


i-a <fr 9) = ST) <9> <eonst:f> = const-<f), (14.12) 
dar în general (f-9> 2 CC). 


Deoarece valoarea medie a sinusului sau PastiliIspla pe o perioadă este 
evident nulă, rezultă imediat: 
i 
(sin 9) = (cos 2 25) =; Ceos? PD = (con2 9) =, 


E, 


(sin (9 -4- &) sin (ia = 6)).= = Cecs (co 3 «) tos (o -+--f) >= = cos (a —f), 


(sin (5 -I- e) cos (9 ie 6) X. = sin (a — p). | | (14.13) 


Energia cinetică medie este egală cu energia potențială medie: 


1 ” E) 
(E, > = — mo A (sin (ot + a)> = mo A? 3 


(14.14) 


to) 


1 E SP RA | 1 a sa 
CUY 5, mo A2 cos? (ot =i- 4) = ti 408 ac 


La) 


141.4. ARMONICITATEA OSCILAȚIILOR, MICI 


Mişcarea armonică joacă un rol important în fizică. Dacă o particulă 
(de exemplu, atom, ion) este deplasată din poziţia sa de echilibru, în care forța 
este nulă, apare imediat o forţă din partea sistemului (de exemplu, cristalului) 
orientată înapoi spre poziţia de echilibru. Pentru deplasări mici forța este 
practic proporţională cu deplasarea (primul termen al dezvoltării în serie 
de puteri 'Taylor), adică curba forţei poate fi aproximată în jurul poziţiei de 
echilibru printr-o dreaptă, iar energia potenţială printr-o parabolă. Prin 
urmare, oscilațiile mici sînt totdeauna armonice. Efectele anarmonice apar la 
oscilaţii de amplitudine mare. 


Observaţie. În mecanica cuantică se arată că energia totală a unui oscilator armonic este 
cuanlificaiă, adică poate lua un șir discret de valori! i 
1 = 
E — 15) (» + —— 1, N= 0, 1, 2; 3, ... (14.15) 
2 


unde « este frecvenţa unghiulară, fi == Bj2z == 1,0545:100% J-s, iar n= 6,6256-10-2 J-s 
este constanta lui Planck. 


Exemple, Reamintim exemplele date mai înainte de oscilaţii armonice. 
3, Pendulul elastic. Un corp de masă m suspendat pe un resort de constantă clastică ke 
etectucază oscilații verticale (fig. 14.5, aq): 


E] 


Pa — ka, T = 2 Vmk. (14.16) 


Fig. 145 


Bineînțeles, poziţia de echilibru corespunde resortului alungit cu do = gh. 

Putem fixa resortul orizontal, punînd corpul pe un suport cu rotile ca în figura 14.5, b 
Atunci corpul efectuează oscilaţii pe o dreaptă orizontală (poziţia de echilibru corespunde resor» 
tului nedeformat). 


2, Pendulul simplu (malematic) graviiaţional. Componenta mg cos 6 a greutăţii compusă 
cu reacţiunea firului dă acceleraţia normală (centripetă) (fig. 14.6), Gomponenta F, = mg sin 6 
2 mg 0 (pentru unghiuri mici) dă accelerația tangențială. Coordonata fiind z = 10, rezultă 
că forța este de tip elastic: | 


Pa — aa pe ps re ||. (14.17) 
l l 9 
3, Pendulul fizic (fig, 14.7). Ecuația mișcării de rotaţie : 
M == — mglsn9=Ie= 15, 
8 + si 9 = 0 (oscilaţii mici), (14.18) 
pia DUS qi acc td | , (14.19) 
E + mg! 


Fig. 14.6 Fig. 14.7 


î. 4, Pendulul de /orsiune (fig, 14.8). Momentul forţelor etastice”(12.38), (12.42) 


M = — ici R'0 = — CO (unghiuri mici), 
(14.20) 
ecuaţia oscilaţiilor de torsiune: 
—00 = 13, 6-0. oo, 
JI 
c9a Sai PP =9 | (14.21) 
Fig. 14.8 Fi GC 


14.1.5. LEGEA IZOCRONISMULUI 


Subliniem că frecvența oscilaţiilor armonice depinde numai de proprie- 
lățile sistemului oscilant (constaniele k, m) și nu depinde de amplitudinea sau 
faza oscilaţiilor; Aceasta este legea izocronismului micilor oscilaţii : oscilațiile 
mici sînt izocrone, adică perioada lor nu depinde de amplitudinea oscilaţiilor. 

Dimpotrivă, amplitudinea oscilaţiilor depinde de condiliile iniţiale ale miș- 
cării, adică de elongaţia şi viteza punctului material la un momentiniţial dat. 

Anume, în baza lui (14.1—2), avem pentru î=0: 

Toy == A COS&%, Up = —vĂ sina, 
de unde amplitudinea şi faza iniţială: 
A = jEȚalai, tga=——, (14.22) 
(99 


14.2. REPREZENTAREA COMPLEXĂ 
A OSCILAȚIILOR SINUSOIDALE 


„ Oscilaţiile armonice, sinusoidale, pot fi reprezentate și ca parte reală 
(sau imaginară) a unui număr complex de modul A şi de argument egal cu 
faza oscilaţiei o =ol-tro. 


44.2.1. NUMERE COMPLEXE 


def 

În adevăr, un număr complex z=a+tib(a, be R, i =—1) se re- 
prezintă în planul complex z (fig. 14.9) printr-un punct sau prin vectorul 
respectiv. (A nu se confunda 
planul reprezentării numerelor 
complexe cu planul real. În planul 
complex z numai axa OR este 
reală.) 

Notăm partea reală, partea 
imaginară, modulul! și argumentul 
numărului complex z astiel : 


a = Refzi =Refa+ib), 
b = Im( = Imţa+ib), 


(14.23) 
lzl=p=VEFă, 
b ăi! 
arg 2 =O0=arctg—. 
a Fig. 14.9 


În baza formulelor lui Euler : 
ei? = cos0 +-isin0, e"i=cos0—isin, 


cos 6 = e + e”!0), sin 0 3 (el9— e-î9) (14.24) 
i 


putem scrie 
z=a+ib =p(cos i sin 0) = pei? — | z| ettrtz: | ei0| =1. (14.25) 


14.2.2. REPREZENTAREA COMPLEXĂ 


Dacă acum privim vectorii din figura 14.2 ca reprezentind numere com- 
plexe în planul complex, axa OX fiind considarată axă reală, putem scrie 


„2 = A cos(ot + a) = Reţ citetta)) — RefA ciot), (14.26) 
unde 
„def Ă 24 | 
A = Act, |A| = A (reamintim că |ei| —1) (14,27) 


este amplitudinea complexă : modulul ci dă amplitudinea obișnuită reală A, 
iar argumentul ei dă faza iniţială a. Factorul temporal el* este util să-l sepa- 
răm, punîndu-l în evidenţă (uneori este chiar omis în calculele intermediare, 
punindu-l la nevoie în rezultatul final). 

Deoarece operația de luare a părţii reale Pe este comutativă cu operaţia 
de sumare >: 


sie | > zi = > Refz,! (14.28) 
sau | 
Reţz, + 2...) =Refz + Rezi +..., 


putem face întîi operaţiile de adunare algebrică, înmulţire cu numere reale, 
derivare sau integrare asupra numerelor complexe reprezentative şi apoi, la 
Sfirşit, să luăm partea reală a rezultatului obţinut. Acest procedeu prezintă 
avantaje, deoarece operaţiile cu funcţiile exponențiale (mai ales derivările și 
integrările) sînt mai ușoare decit cele cu funcţiile trigonometrice: Pentru 
simplilicare, semnul Re de obicei se omite în calculele intermediare, seriindu-l 
la nevoie doar în rezultatul final. 

Vom nota numărul complex reprezentativ cu aceeaşi literă ca şi mă- 
rimea reală reprezentată dar cu o bară deasupra. 


14.2.3. REGULA DE DERIVARE 


Derivarea mărimilor sinusoidale în raport cu timpul revine la înmul- 
ţirea lor cu io= cei? (unde i = 6/2), adică la înmulțirea lor cu w şi defa- 
zarea cu x|2 înainte. 

Mai general, înmulţirea cu un număr complex pei? înseamnă amplifi- 
carea cu p şi defazarea înainte cu 0, 

De exemplu, pentru viteză avem: 

5 =ă = (dei: io A ei =i E = oĂ eilotin/2) = 
= A cilotra+a/2) |, ii (14.29) 
de unde viteza reală: 


v = Re foA eltot-ra-rz/2)) = OA cos (of 4-a + 7/2). 


În figura 14.2 se vede clar cum vectorul amplitudinii a fost înmulțit cu & şi 
rotit în sens trigonometrie cu 7/2 peniru a da vectorul vitezei. 


e rm e cm mm i, a e 


Pentru acceleraţie avem : 
'ă = 5 =iob =iot =io(io2) = —002 = —o" Agia = 
=— 024 cilattrata),  (—1 = ein), (14.30) 
d2 und> acceleraţia reală : 
= Ref? eitott+ztr)) = A cos (ot +a 7). 


a 
În figura 14.2 se vede cum prin derivare vectorul vitezei a fost amplificat 
cu w și rotit în sens trigonometric cu 7/2. 


14.24. EXPRESIA ENERGIEI 


Energia nefiind liniară, ci pătratică în amplitudine, nu se pui inmulți 
direct numsrele complexe reprezentative, doarece Re (2) z [Rezi]. 
Putem însă ocoli dificultatea folosind numerele complex conjugale: 


z=a0ib=pel, z—a—ib=peb, (14.31) 
(& — conjugarea complexă), 

zzt 24 apt =|z?, 242% —2Refz), (14.32) 
(23)! = A, (7) =, 


Deoarece modulul numărului complex reprezentativ este egal cu ampli- 
tudinea mărimii respective (adică egal cu valoarea maximă), de exemplu: 


ui — Dă* == AA? = | a = A3, ja dt = 0 A2, (14.33) 


1 1 1 055 
25 e DE ca |, By m, 
("> = pe, CE.) = 
1 1 1 za 
pe la BN comă ȚR C09 a e 14.34) 
<a) î = |, <U> 9 ( 
1 1 1 1 
i sa dB = m 53 a RE = mo=2 ja. 
(E IAU = = = [7] = |&| 
(14.35) 


Reprezentarea complexă a oscilaţiilor armonice se foloseşte curent în 
electrotehnică și în etectrodinamică. 


14.3. COMPUNEREA OSCILAŢIILOR 
ARMONICE PARALELE 


143.1. TRATAREA ANALITICĂ, 


Să considerăm mai întîi compunerea a două oscilaţii de aceeaşi direc- 
ţie (paralele) şi da aceeași frecvenlă (suprapunerea oscilaţiilor paralele). 


Rezultatul este tot o oscilație armonică de aceeași direcţie și de aceeași frec- 
vență. În adevăr, 


L = Za Fa = A, cos(ol-+ a.) + Aa cos (ot + az) = AA cos (of -+ a), (14.36) 


unde A, a sînt amplitudinea și faza iniţială a oscilaţiei rezultante. Dezvoli înd 
cosinusurile şi făcînd identificările avem: 


As COS 03 F Az cos = AA cosa, A, sina, + A.sinae =Asing, 
de unde rezultă amplitudinea A şi faza iniţială « a oscilaţiei rezultanie: 


A = JAI AŞ F 24 Aa cos (2 — a), 


i 1 
sin & iai (A, Sin at Aa Sin 02), 


COS & -— (A, COS i, —- Aa COS a), (14.37) 
tuia A, Sin a + Aa Sin aa 


A, COS a + Ap COS Ga 
Acelaşi rezultat se obţine cu ajutorul reprezentării complexe: 
E E FF Za = Ap eitot+ai) 4- A, eiteot-toa) == Â, eiat + A, ciot == 
= (Â, + Â,) cint = A ciot — A eitot+o), 
A = A elit Ă, tr Aa = Aa Gia Ag eica, (14.38) 
După cum am spus, de obicei, scriem direct ultima relaţie, omiţind de la bun 


început factorul temporal ei“, 
Cum modulul şi argumentul unui număr complex sînt date de (14.23), 


(14.32), obţinem imediat amplitudinea și faza iniţială a oscilaţiei rezul- 
tante : 
A? A = (4 + ADA, + An)? = AA + Ap + AI + 
+ ASĂ, — A2-+ A24+ 2 Re ţÂ, 42) = A2 + A2+ 2 A,As cos (a — a); 
Ă = Aa COS Xp + As Cosa ți (A sina, t- As sin za), 
43) Aj PaȚ EDE Za co dea 2), (14.39) 


A, Sin &, -t+ Ag Sin a 


tg a =tparg ÂĂ — . 
= pus A, COS; k Aa COS Aa 


14.3.2. TRATAREA GRAFICĂ 


Grafic, compunerea oscilaţiilor sinusoidale revine la compunerea vec- 
torilor reprezentativi după regula paralelogramului (construcția grafică a lui 
Fresnel, fig. 14.10). În adevăr, suma (algebrică a) proiecţiilor mai multor 
vectori este egală cu proiecția rezultantei lor (liniei de închidere a poligonului 
format cu vectorii respectivi). Astiel, din 
triunghiul OA,A avem, conform teoremei 
cosinusului : 


A? = A2 + A2—2A, Ap Cos (r— (0, —au))= 
= 42 4 A2 + DA, Ag COS (aa — &,), 
iar din triunghiul OAC avem 
AC __BC-H+AB 


Igo =--— = = 
OC OD + DC 


A, Sin o, + Aa sin &, 
PF PT poe A ORE Pa E, i Fig. 14.10 
As COS a + As COS a 


Amplitudinea oscilaţiei rezultante depinde de diferența de fază az — a, a 
oscilaţiilor componente. Astfel, de exemplu : | 
A = Ap + Aa pentru a — a, =2nr, 
A = | A, — As,| pentru as — au =(2n — 1) ș, (n — număr întreg). 
(14.49) 


În primul caz oscilaţiile sînt în fază şi amplitudinea rezultantă este egală cu 
suma amplitudinilor componente (amplitudinile se adună), în ultimul caz 
oscilaţiile sînt în opoziţie de fază şi amplitudinea rezultantă este egală cu 
diferența amplitudinilor componente (amplitudinile se scad). 


14.3.3. FENOMENUL BATĂILOR 


Dacă frecvențele oscilaţiilor componente diferă între ele, oscilaţia rezul- 
tantă nu mai este armonică. În adevăr, vectorii reprezentativi se rotesc 
cu viteze unghiulare diferite, deci unghiul dintre ci: variază, dar atunci rezul- 
tanta lor variază ca modul şi totodată nu se 
rotește uniform, ceea ce ar însemna amplitu- 
dine şi frecvenţă variabile. | 

În cazul particular A, — As, deși ampli- 
tudinea rezultantă este variabilă, frecvenţa 
rezultantă este constantă.  Paralelogramul 
devine romb (fig. 14.11), astfel încît ampli- 
tudinea şi faza oscilaţiei rezultante rezultă 
direct din construcţia grafică: 


A = 2Ag 


| | : 
cos - (ee — 2)] = „Fig. MAI 


== 2Ag| cos da — ot aa—a)|, - 


? te + e) ai (out ast + ti a) i (441) 


sau transformînd direct suma de cosinusuri în produs: 

| £ = Ag COS (at F aa) + As cos (al + da) — 
e! ERĂ 1 APR 
= 2 A9 COS E (02 A 0)! + 3 (02 caza 2)] COS E (5R -- c2)l + e. (a, + 2) . 


i (14.42) 
Rezultatul acesta se poate obţine și cu ajutorul numerelor complexe, 


(3 (00 -ka aL tata | 
scoțind „forţat: factorul temporal e k 7 şi anume : 


E = Aa gilera) 4 Acele ta) — ZA Exp ile + oa) ga + &a]- 
1£._.ă IS! 
- exp ia Lbâta — 2) + o — ge] exp E [(0a — ot aaa] Ă 
i | A i | SR! 
Primul factor temporal dă oscilația sinusoidală de ÎFOE SV (0 + 02), 


iar paranteza mare dă amplitudinea (conform formulei lui Euler pentru cos 0). 


Schimbînd convenabil originea timpului (momentul iniţial), putem des- 
fiinţa faza a, — a, şi obţinem astfel expresia mai simplă: 


TI = 2Â9 cos (Ga — co,)l-cos - (1 F ca)t+ di (14.43) 


Observăm că amplitudinea oscilaţiilor este dată de (14.41), adică de modulul 
cosinusului respectiv. 
În cazul cînd frecvențele wa sînt foarte apropiate între ele: 
OSI pi Ga, Oa zi Ca | < 0922» (14.44) 
iz 4 scara sl i 
oscilația rezultantă va fi aproape sinusoidală, de ietuenja ep (ok 02), avind 


însă amplitudinea lent variabilă cu frecvenţa | o2 — o. | (modulul sinusului 
sau modulul cosinusului are frecvență dublă), conform lui (14.43). Acesta 
este fenomenul bătăilor (fig. 14.12). 


l 
În cazul frecvențelor acustice, sunetul de sta cra (00, + 02) se aude 


succesiv întărindu-se şi slăbindu-se cu .. enţa şi perioada bătăilor: 


Vo = Va wil, Tu=— SR. 973 SED d e e (14.45) 


Val x IN 
SU Al) d] 


Fig. 14.12 


-14.3.4. OSCILAȚII MODULATE 


Fenomenul bătăilor de mai sus este un caz particular al aşa-numitelor 
„oscilaţii sinusoidale modulate“ (ca în radiofonie), adică oscilaţii de tip sinu- 
soidal, dar cu amplitudine variabilă lent MBA o anumită lege. De exemplu 
(fig. 14.13): 


277 | 
ZII. a 


70 RTT ue 
VIII PUȚ pe 
= (A + B cos taţi c <& “ Bei (14.46) 


se compune din trei oscilaţii armonice. de frecvenţe diferite : 
B 
Z = A COS st TD COS (og o)A cos (00 — o). (14.47) 


În radiofonie, we este frecvenţa sunetului (audiofrecvenţa) (frecvența „anve- 
lopei“), oa — frecvența purtătoare, înaltă (pailioinecate ţa W4k+ o sînt 
frecvențele laterale. 

Mai general, o oscilație compusă din oscilaţii armonice este caracteri- 
zată de spectrul său — o diagramă în care sînt reprezentate irecvenţele osci- 
laţiilor sinusoidale componente Şi 
amplitudinile lor, nu apar însă re șI | 
prezentate în această diagramă dela- biDi a digi alia zi 
zajele relative. De exempiu, pentru 

oscilaţia modulată (14.46—47) spec- | | 
tru! este reprezentat în fig. 14.14. +10 mauri alte 
Dacă se transmite un sunet compus | 
(vorbire, orchestră), atunci vom d ll DI] l) 
avea două benzi laterale. i Fig. MA 


14.4. COMPUNEREA OSCILAȚĂILOR-— 
ARMONICE PERPENDICULARE 


14.4]. FRECVENŢE EGALE 


Să considerăm mai. întîi compunerea oscilaţiilor de dapoții. perpenăiet- 
lare și: de aceeași frecvență : 


T = A cos (ol), y = B cos(ol+ 8). (14.48) 


Aceste ecuaţii reprezintă coordonatele punctului material, deci și ecuaţiile 
parametrice ale traiectoriei sale (/— parametru). Prin eliminarea timpului 
se obţine ecuaţia unei elipse: 


a A 249 
A? BD? AB 


cos (A — a) =sin"(f— o). (14.49) 


În particular, dacă B — a —0 sau , elipsa degenerează în două drepte 
confundate de-a lungul cărora oscilează punctul material : 


B | 
y = = Stiai dacă 6 —a =0 sau z. (14.50) 


„Dacă diferenta de fază 8 —a =/2 sau 3r/2, elipsa va avea axele de 
simetrie în direcţiile oscilaţiilor componente : 


= 1, dacă p — a sau 2. (14.51) 


Pentru f —a = z/2 ecuaţiile (14.48) devin 
T = A cos (ol +a), y = Beos(ol-t-a-+ z[2) =—Bsin(ol +a), 


de unde se vede că elipsa (14.51) este parcursă în sens invers trigonometric. 
În celălalt caz ($ — a = 3x]2) elipsa este parcursă în sens trigonometric, 
Dacă în plus A = B, elipsa devine cerc. 

„Este interesant că dacă suprapunem 
două mișcări circulare, parcurse în sensuri 
opuse (cu faze egale în modul), obtinem 
o oscilație armonică liniară de amplitu- 
dine dublă (fig. 14.15): 


tz = 2A sin (ol + a). 


Invers, o oscilație armonică liniară 
poate fi descompusă în două oscilaţii 
sm | | | circulare de aceeaşi frecvenţă, de sensuri 

Fig. UI & opuse, și de amplitudini pe jumătate. 

dle Acest fapt îşi găsește o aplicatie în optică 

pentru legătura dintre lumina.polarizată liniar și lumina polarizată circular. 


14.4.2. FIGURI LISSAJOUS 


Dacă frecvențele sint diferite, punctul descrie o traiectorie complicată. 
Dacă raportul frecvenţelor este rafional. (adică raport de numere întregi), - 
traiectoria este stabilă (fixă), dar forma depinde și de diferenţa de fază. 
Traiectoriile obţinute: se numesc în- acest, caz figuri Lissajous (Lig. 14.16). 


Raportul dintre numă- 
rul punctelor de tangenţă 
a traiectoriei cu o dreaptă 
verticală şi una orizontală 
sau raportul dintre numărul 
punctelor de intersecție a 
traiectoriei cu o dreaptă ver- 


ticală şi una orizontală este 
egal cu raportul frecvenţelor je 9, 


w,J, 2 | 


oscilaţiilor componente. 
Dacă raportul frecven- 
telor nu este rațional, punc- 
tul descrie o curbă care 
acoperă treptat o arie. Fig. 14.16 


14.5. OSCILAŢIILE AMORTIZATE 


14.5.1. ECUAȚIA OSCILAȚIILOR AMORTIZATE 


Datorită interacțiunii cu mediul în care efectuează oscilaţii, particula 
pierde continuu energie prin radiație sau prin frecare. Cum energia oscila- 
torului este proporțională cu pătratul amplitudinii, înseamnă că amplitu- 
dinea scade cu timpul, adică oscilaţiile se sting, se amortizează. Disiparea 
energiei oscilatorului datorită interacțiunii sale cu mediul nu este un proces 
pur mecanic şi poate fi explicată pe baza altor capitole ale fizicii (termo- 
dinamica, fizica statistică, electrodinamica), dar în multe cazuri efectul me- 
diului poate fi descris fenomenologic printr-un model de forţă de rezistenţă. 


De exemplu, în cazul unui mediu viscos, în regim laminar de curgere, 
forţa de rezistenţă (frecare) poate îi considerată proporţională cu viteza parti- 
culei (Stokes) ; în regim turbulent forţa de rezistenţă este proporţională cu 
pătratul vitezei ; pentru frînarea datorită radiaţiei electromagnetice forța de 
rezistenţă (de frînare) este proporţională cu derivata accelerației ; în cazul 
frecării uscate solid-solid, forţa de frecare este constantă în modul, schimbiîn- 
du-și doar semnul. | 

Vom studia mai jos numai cazul forţei de frecare proporţionale cu viteza 
particulei, ca, de exemplu, în cazul unui pendul gravitațional sau elastic aflat 
într-un mediu viscos. Forţa de rezistenţă a mediului micșorează viteza parti- 
culei, fiind orientată în sens opus vitezei : | 

_ sd, = a 
R=—r0, R=—rv = —ră, [7] =kglsîn SL, . (14.52) 
unde r se numeşte coeficient de rezistență. | 

Ecuația oscilaţiilor amortizate este deci 

mă — —hx — ră, mătră+ ke =0 sau E+2bx + oz =0, (14.53) 
unde 


EP aaa e Mpa ii (4.54) 
2m m 


unde «w este frecvenţa oscilaţiilor proprii în absența amortizării, iar b se nu- 
mește coeficienti de amortizare. 


bă! 


Soluţiile ecuațici diferenţiale liniare omogene cu coelicienţi constanţi 
(14.53) sînt de forma Cert. Introducind această soluție în ecuaţia (14.33), 
obţinem ecuația caracterislică pentru p: 


i po +- 2bp + o? ==0, pre =—b4 Vb: — 2, (14.55) 
Soluţia generală este o suprapunere a celor două soluţii: 
= Cu cPit + Ce ePit dacă pa pa. (14.56) 


Distingem trei cazuri, după cum rădăcinile ecuației caracteristice (14.55) 
sînt complexe conjugate, reale distincte sau confundate. 


14.5.2. OSCILAȚII AMORTIZATE PSEUDOPERIODICE 


Dacă b <ow,adică coeficientul de amortizare este suficient de mie 
(r < 2A/mh), rădăcinile pu2 sînt complexe. Obţinem soluţii reale dacă şi con- 
stantele Ca sint complex conjugate între ele, anume 


1 E i A 
RA Ala ide, Ce — — Ao cu 


2, 2 


unde Ae, & sînt alte două constante arbitrare reale. Sotuţiu se scrie atunci, 
ținind seama de formulele lui Euler (14.24), asilel: 


2 = Ave! cos (w'[-+ a) = A cos(w'l-+-a), 


-—t 


A = Apett = Aeh, (14.37) 

, gi Tea erei = 
(d) = Ja — d =Ahim— rin <o = in - (11.98) 
& == Ave cos (Eh — "|[ânt-t + e), (14.55) 


unde ce este frecvenţa oscilaţiilor libere amoriizate, numită și pseudofrecvență 
(sau pseudopulsaţie). Ea este mai mică decit frecvenţa oscilaţiilor proprii 
o =Jk/m în absenţa amortizării (frecărilor), deoarece frecările totdeauna 
se opun mișcării și o întirzie, mărind perioada, deci micșorind frecvența 
oscilaţiilor. 

Oscilaţiile amortizate (14.57) sint de tip sinusoidal, dar cu amplitudinea 
descrescătoare exponențial : A == Ape? (Big. 14.17). 

Raporiul elongaţiilor sau al amplitudinilor la un interval de timp. egal 
cu perioada 7 este: 


z() _ Ap et! cos (wil -+ a) 
(PA 7) | Ape tt?) cos [o ([-- 7) d] 


Logaritmul natural al acestui raport se numește decrement logarilmic : 


== cb?! | 


7 27 Tr S 
e Re alea (PIE IN RD N O 
o Jo— d o mi/R|mrijAn 


NOAA 


Spre deosebire de cocticientul de amortizare b =rj2m, decrementul 
Jogarit mic D este adimensional și caracterizează de asemenea gradul de amor- 
tizare a oscilaţiilor. Cu ajutorul lui se poate compara gradul de amorlizare a 
oscilaţiilor de naturi diferite (mecanice, electrice, acustice etc.), 


Fig. 14.17 


O măsură a duratei oscilaţiilor amortizate este inversul coeficientului 
de amortizare b, numiti timp de relazare (sau „timp de viață”) + = 1/0 = 
= 2m/r. E] ne arată în cît timp amplitudinea A = Ape” scade de e = 2,718 
ori. Inversul decrementului logaritmie este atunci egal cu numărul oscila- 
ţiilor electuate într-un timp egal cu timpul de relaxare: 


e ie aia a e (= 1) (14.60) 


Timpul de înjumătățire Ta a amplitudinii rezultă din condiţia 


îi ji In 2 
Ag eh f == o 6, Tp== In 2-7 = 0,693 7. (141.61) 


Dacă amortizarea este mică, adică D <& o (saur & /mk), alunci (o' 2 0): 


RE & l, (D < w), A înigiaiă ji 462 
mk D 


D=bT' = INEL = 
& 


adică în timpul de viaţă se efectuează un număr mare de oscilații. Atunci 
amplitudinea oscilaţiilor amortizate aproape că nu se schimbă în timpul 
unei perioade și putem calcula în acest caz energie oscilatorului cu formula 
cunoscută de la oscilatorul armonic, neglijînd variaţia amplitudinii, adică 
a factorului e”; pe timpul unei perioade : 


1 | - Ze 


2 ză = 2 2 a La hi 
E =— moA? = e 10 Aa et — [ei le”, (14.63) 


adică energia scade exponențial cu timpul cu coeficientul de atenuare 20 = 
= F/m, 


14.5.3. MIȘCAREA AMORTIZATĂ APERIODICĂ 


În cazul > (sau r > 2/mk), adică coeficientul de amortizare este 
suficient de mare, rădăcinile ps2 sînt reale negative şi soluţia generală este 


2 = Cert + VE LC, e-0—ViZait — 


= eti(C, e-Vi=ait 1. C, eVi=o:-0, (14.64) 


adică elongaţia tinde asimptotic către 
zero, corpul poate trece cel mult o 
singură dată prin poziția de echilibru, 
în funcţie de condiţiile iniţiale 
(fig. 14.18). Mișcarea se numeşte 
amortizată aperiodică (riguros vorbind, 
orice mișcare amortizată este aperi- 
odică). 

În cazul b=c rădăcinile puse 
coincid și soluţia generală este 


2 =(C, + Che. (14.65) 


Acesta este un caz particular al amortizării aperiodice, numit mișcare aperio- 
dică crilică (seamănă cu fig. 14.18). 


„14.9.4. DISIPAREA ENERGIEI 


Energia oscilatorului scade în timp. Să calculăm scăderea energiei în uni- 
tatea de timp, adică puterea disipată. 

Deoarece variația energiei mecanice este egală cu lucrul mecanic al forțelor 
neconservalive, avem 


= E = —rx? = —r02 = — 2bmr?, (14.66) 


Q = rit -— rw? = bmu? (14.67) 


se numește funcție de disipaţie. Ea are două proprietăţi : derivata sa în ra- 
port cu viteza este egală cu forța disipativă cu semn schimbat: 


dr => — d 9 = — PN = —- ŢU | (14.68) 


și puterea disipată este egală cu dublul funcţiei de disipaţic: 
—E =2Q=rt ri, (14.69) 


Lo Xe Es 


14.6. OSCILAȚIILE FORȚATE 


14.6.1, ECUAȚIA DIFERENȚIALĂ 


PAL Li 


Datorită forţei de frecare —rx, care „consumă“ din energia oscilato- 
rului, oscilaţiile sînt amortizate. Pentru a întreţine oscilaţiile trebuie să in- 
tervenim cu o forţă din afară asupra sistemului oscilant pentru a compensa 
„pierderile“ de energie datorită [recărilor. 

Să presupunem că asupra particulei acţionează o [orţă periodică (cazul 
cel mai interesant practic) : 

F = Fe cos O. (14.70) 
Experienţa arată că după trecerea unui regim iranziloriu, se stabilește regimul 
permanent în care particula efectuează oscilații întreținute de amplitudine 


constantă și cu frecvenţa forței periodice exterioare, numile oscilații forțale. 
Ecuația diferenţială este 


mă = — haz — rx + Fo cos tu, 


] 
Fe cos Qi. (14.71) 
m 


E + 2bi4+ oz = 


În matematică se demonstrează că soluția generală a ecuaţiei cu partea 
dreaptă (14.71) se compune din soluția generală a ecuaţiei omogene corespun- 
zătoare (fără partea dreaptă), plus o soluţie particulară a ecuaţiei complete. 

Soluția generală a ecuaţiei omogene, fără membru drept, reprezintă 
oscilaţiile libere (proprii) care au fost studiate în paragralul precedent. Solu- 
ţia particulară a ecuaţiei complete (14.71) reprezintă tocmai oscilațiile torţate 
care rămîn în regimul permanent, după stingerea oscilaţiilor proprii (datorită 
factorului exponențial descrescător gi, 


14.6.2. SOLUŢIA PARTICULARĂ 


Soluţi particulară a ecuaţiei (14.71) se obţine ușor cunoscind metoda 
de compunere a oscilaţiilor sinusoidale (14.37). | 

Deoarece membrul drept este periodic cu frecvenţa O, trebuie ca și mem- 
brul stîng să fie periodic cu aceeași frecvenţă, de aceea căutăm soluţia inta 
lară: de forma 2 = Bcos(0Ot-- 6), de unde 


d 2 X= O B cos (Or + B+ 22), & = — Beos(0i +8). 
Inţroducînd în -ecuaţia *(14.71), avem : 
— 92B cos (OI + 8) + 2BORB cos (Qi + Pr z/2) + o"Beos (01 + 2) = 


| 
= — Fe cos Ol, 
m 


B(co? — 92) cos (Q1 -+- 6) + 2BOQ5 cos (Ol -- 8 z/2) = =. cos O. 
m 


În membrul stîng aplicăm formula de compunere a oscilaţiilor sinusoi- 
dale (14.37) și obţinem: 


Bai FADER-cos (Qi + ș) = Fucos Ol, 
pi 


unde [aza rezultantă & trebuie să fie nulă ca în membrul drept: 


EN a 


0 =sing = 


1 B(o? — 02) cos B + 2BQ0b cos (p -+ [2 
"1 = 005% ST D=: 
| | By (o FĂ 


de unde rezulţă 


e e Dee ia ce NN) acasa, TIMID) 
fii (i sea ii PA. Or (Om — [095 
sin 6 = Da i a e i O <0, 
P (a? —- = + 40202 JE + (Om — k/O) E: 
deci pe (0, —z), (14.73) 
Sia o — > RIO — mA 
4/95 2 Io) e -P 4 fi 52 (Om — KO 


pentru O < o, cosf > 0, deci pe o, sea | 


20 i - ae Ra 
is 8 FED Fa: (14.74) 
e — eta — NED 


14.6.3. TRATAREA COMPLEXĂ 
Soluţia par ticulară a ecuaţiei (14. 71) se. obține ușor sub forma complexă, 


prin metoda reprezentării complexe a oscilaţiilor sinusoidale (fig. 14.19, 
6 <0 după cum am văzut): 


& = Beit = Beit), a =i 05, dă 


Introducînd în ecuaţia diterenţială 4.71), obţinem : 


(— 02 + 2i Ob + oă re sau (0? — 02 + 2i 05)B SE 
m 
(14.75) 
(am omis, ca de obicei, factorul temporal ei0), de unde 
ă Fu cit! ar e A . | 
d ae ae ce Dal aa BOO * (14.76) 


m(e92 — 07+-2i 0b) 


O RR a CA 


3» 


cu amplitudinea B =|£| şi faza iniţială P=argB: . 
Fe Fe 


mila? — 0540 AVEA A e ui, 
(14.74) 
Fig. 149 
Din (14.76) rezultă soluţia reală : 
a = Re (Beitat+) = Beos (Or + p)'= 
iai 5 = EL Bi (14.77) 


E RF : 
i iii 
AJ + (Am — RIO 


Soluţia PRE completă va'fi dată de suprapunerea uscilaţiilos proprii 
cu oscilaţiile tor țale _ 


a = Ase c-t cos (o f + 3) + 5 cos (0. + 2). (14.78) 


. . i : 
os să danii. n |. 
( tom — RIO i) | 


14.6.4. OSCILAȚII FORȚATE 


Regimul tranzitoriu se termină după un timp suficient de lung (ca ordin 
de mărime după timpul de relaxare + = 1/0), cînd primul termen care dă 
oscilaţiile proprii devine neglijabil. 

După stingerea oscitaţiilor proprii amortizate rămine regimul perma- 
nent. Ne vom ocupa mai jos de oscilațiile forlale. : 

Viteza particulei este 


p = = —0B sin (O + P) = OBecos(Q1l + 8 -+ x]/2), (14.79) 
b = O0B= E Ie 
Q—. ===> PS = 
mi la — E 40 mi Go OP Ab 
e (14.80) 


A EL OM— O) 

trebuie subliniat faptul că: 
— frecvenţa oscilaţiilor forțate este egală cu frecvenţa forţei exterioare ; 
— amplitudinea și defaza jul oscilaţiilor ioriale depind de structura 
sistemului oscilant (FĂ, i) şi de irecvenţa iorței exterioare, și nu depind de 


condiţiile iniliale ; 
-— oseilaţiile lorţate nu sînt | amortizate, deşi în sistem există forle de 


frecare (care influenţează valoarea amplitudinii oscilaţiilor forţate). 


14.6.5. ANALOGIA MECANO-ELECTRICĂ 


Prin analogie cu mărimile electrice, se detinese următoarele mărimi e 
Rezistenţa mecanică (activă) : 

r — coeficientul de rezistenlă (real). [r] == kg;s. 
Reactanţele mecanice : 


> Om (inerţială), x, = (oastei 1), [N] == kg/s, 


... 


sau sub formă complexă: -Ă 
XX =i Om, a =— si» (14.81) 
în care m este analogul mecanic al induetanei L şi 1/k este analogul mecanie 


al capacităţii C. 
Reactanţa mecanică totală: 


X = fii, X =i(am- a) X=|ăl. (14.82) 


DA 


| Impedanţa mecanică a oscilalorului amortizat este analogul impedaniei 
unui circuit oscilant scrie: 


Zsa re IE EP OEa —E -|n i iai 
Z =r + pă i Om Ra = 12 [205 Trio » — 05], (14.83) 
r i n IFR 3) EREI . _ % 
Z =|Zi=—ydib + (0 — o"); [£] = gis. 


Cu noile notații putem serie: 
Y + 
Fo Vă , i tsi AL, (14.84) 
Z XA Z 
Viteza este analogul intensității curentului electric, elongaţia 2 analogul 
sarcinii electrice (proporţională cu tensiunea la bor nelg condensatorului), iar 
lorța este analogul tensiunii electrice. 


Analogia mecannm-electrică 


Mărimi mecanice Mărimi electrice 
| torţa Fe, [N] ki tensiunea U, [V] 
viteza v. [m/s] intensitatea. curentului î, (A] 
clongația 2, [m] sarcina electrică g, [C] 
rezistenja r, [kg/s] rezistența R, [0] 
| masa m, [lg] „| indnetanţa £, [EH] 
constanta elastică f, [Nhu] . . "| inveasul capacităţii 1/C, [1/£)] 
reactanța înerţială Om, [ig/s] reactanţa inductivă oL, [22] 
reactanța elastică K/0, [ks/s] | „reactanța capacitivă 1/aC, [9] 
| > | SR 1 
impedanţa Z = r + i(0m — E/Q), [kg/s] impedanța Z=R+i (E mii ri , [9] 
. La) 
Z=iZi=V ir (Om — K/O, lkg/s] z = zi ze (oc). [2] 
| | OC); 
YU 
Ba, (n) dm = >» [C] 
aZ 
F U 
= 2, fraf] ase 


„defazajul B dintre și F defazajul —g — 2 dintre q şi U 
2 


Ldetazajul Ș e a v şi F detazajul — dintre I și U 


o. i vor zaloC 
tg pa — n ege a Rtae, 
Om —K/0 R 
1 
i ai-ă F-QBcos ( r) [W] P = — Umla Cos e = UI cos e, [W] 
2 2 i z: .. / 
N P 


14. 7. SEZON 


14, 7, d, REZONANȚA PLONGAȚIILOR 


“Atunci cînd frecvenţa forţei exterioare 9 variază, amplitudinea DB a 
oscilaţi.lor forţate variază (fig. 14.20). Maximul amplitudinii P are loc. pentru 
frecvenţa Sue face minimă cantitatea de sub radical (anulăm derivata în 
raport cu 95): 


și _atae — 05) 4 48 3030 = cra <a 35 = 
| = Jim — r[2m? < o, dacă b<o Ip sau r<famk. (14.85) 


nt 


Pentru această frecvenţă are loc rezonanța elongațiilor (Lig. 14.20) : 


Atta Io Fe 
2mo b ra _ Nat SEE 


Curbele din fig. 14.20 se nu mese 
curbe de rezonanlă; cu cit maxi- 
mul este mai înalt şi curba mai 

" imgustă, cu atit rezonanta este 
“mai „ascuţită“. Este intere- 
sant :: de - comparat această 
amplitudine de rezonanță cu 
clongația statică PE odusă de 


Bax == 


(14.86) 


[8 


fora ză, 
Ro “p 
stat == = - 3 
B mo” 
cui (14.87) 
ceea ce rezultă şi din (14. 72) 
pentru 0 =0; 
2) 7 EI a i 2 ARI 0) 
N: = A = PR E 
*nez praga dia adtiai Za — (oo): 
Tie 14, 20 | (14,58) 
Pentru asotizăui mici; ; <& o, rezultă o orisiere: mare a Po e 
e ae n 08 / mk RE i 
a în mr i du ] = (14.89 


uneori sistemul se poate: chiar disbruicie la rezonanlă. 


R Cc E 
oscilante. pa e 88 Azi E pei să sad 


NR 1 PA 
Se este analogul.faciorului de cali(ale — i că la circuitele 


Ecuația curbei pe care se situează amplitudinile maxime se cbline eli- 
minînd coeficientul de amortizare 'b din (14.85—86): 


Fo To 


PRI Du A ai 14.90 
"alai SE = - az Ei zii 


B == 


14. 7. 2. REZONANTA VITEZELOR 


„După cum se cell din (aa. 30), paginii araplitadinii vitezei, adică rezo- 
nanța vitezelor, are loc pentru frecv enţa : 


AC m! 4 iei /RȚr cînd DE Qin — RIO E 0, 
ză e Eu 


Ra au ea 77 O A0AI 
ANR, sp Pra €  : 9mMb. a it îi ) 


În acest caz di RE B nu esle însă maximă : y 


F LI DA E. 
tati Bai pei E de pa 20 a Dl act), (14.92) 
mob. !ro ro a a 
Ea NI IA A SER 
| Be | Ad Sea — fm â 
Baiat 2b r 


ultimul raport se i e re factor de calitate“ al sistemului oscilant (analog 


factorului de calitate je de la circuitele oscilante). 


Prin urmare, taci să "distingem rezonanța elongaliilor, cînd RR 
Iaireta este maximă la frecvenţa 


1. 
ati 


ina i costuri ZE <o! Je ZE tie, sau e (AR08) 


mai nică decit fieevență oscilaţiilor libere, şi: rezonanța vilez zelor cînd ampli- 
tudinea vitezei este maximă la frecvenţa 0 =o, egală cu frecvenţa oscila- 
ţiilor proprii în. absența. amor tizării. 

Dacă 'coelicientul de' aniortizare b este toata mic, b &. o, atunci cele 
două rezonanţe practic coincid și au loc pentru frecvenţa O = o, maximul 
amplitudinii la rezonanță va îi foarte mare şi curba de rezonanţă va fi foarte 
ascuțită (pentru d —0, Bia - co). Pentru amortizări mari, b > o|/ă 


sau r > /2mk, 2mk, nu există o rezonanţă a elongațţiilor, curba amplitudinii B 
scade monoton cu frecvența O, dar există o rezonanţă a vitezelor. 


1 


* . 
.. si 


i4. Că 3, DEPAZAJUL 


CRT 


. : - 
A Sci) 


Din (14.73) se vede că: oscilaţiie forțate. țotăcauna întirzie fală de forţa 
exterioară (6 < 0). - , 

Cînd O < o, defazajul Bi “dintre “ elongaţie și forţă este în cadranul IV 
(fig. 14:21— -22).- Gînd- trecem 'prin rezonanța. vilezelor O = o, B.= —x]2: 
elongaţia este în cuadratură cu scațe, în sep ce vițeza. aa fi în fază cu forja 
ezierioară, conform. lui. 414.79). . i i ai 


Fig. 4421. e i a a. 0100 714.92 


Cind 9 >o, f< —x]2 şi trece din cadranul IY în cadranul III, iar 
cînd 2-0, 6 —r, adică la frecvențe foarle înaite-elongalia este în opoziție 
«le. fuză cu forța. 


La rezonanta vitezelor (O = co) forța aclivă CĂ cos Or devine exact egală 
în modul și de sens opus cu forța disipativă (de frecare) —rk= —rv, care, 
în adevăr, la rezonanţa vitezelor devine, conform lui (14.79, 92) : 


—rv = —roBe cos of = —F cos ot, (0.=o). 


14.7.4. DISIPAREA ENERGIEI 


În regim permanent (staționar), cînd sistemul ctuotaează oscilaţii Zosiata 
(14.77), energia sa medie rămîne constantă, fiindcă energia absorbită continuu 
de sistem pe seama sursei [orţei externe, a dt, este, continuu spală prin 
intermediul frecărilor, ÎFo at. pag a 


E=E+U Sa re = me pe sin” (+8 i 


+ 5: cos acel pă 8 


(By: == în tei + i) consti ai a A (14.94) 
| 2 2 
Puterea dezvoltată de forţa exterioară este (analegui lui ui): 
Fo = Fe cos Ql- QB cos (014 8 + f2) = 
__Făcos o „cos:(0 A i pi N 


La rezonanța. citesc (f pi e viteza ste, în! fază cu A ia exterioară și a 
ferea va fi tot timpul pozitivă. 
Puterea disipată de forţa de [recare este (aici lui Ri): 


rrâ sin? (Or + 6) 


d, 45) 


Fa = 7 = — (11.96) 
re + (Om — k/O 

La rezonanta vitezelor cele două puteri sînt permanent egule între ele : 

[5 costul, (00, PE). (14.97) 
Puterile medii (pe o perioadă) sînt egale între ele: 
n dia ya 0 BA e ml2) aia eee i 
J EHOM=RIOE E | 

le = (0), 4,98) 


o E+(Om— k[O) 


unde am folosit (11.73) pentru cos(f-+- 72) = —sinp.: 


La rezonanla vilezelor puterea ubsorbilă și disipală este mazimă : 


_F i mFg 
P max _ > CE nas zi SI . (14.99) 
„. 2r 2r 


Se pare că „adevărata“ rezonanţă, fizică, este cea a vitezelor. 


14.75. VECINĂTATEA REZONANȚEI ASCUȚITE 


În apropierea rezonanței, cînd | O — o | o, şi pentru amortizări mică 

b &ow (deci Bas SE Fofre), cind curba de rezonanță este ioarte ascuţită, 
Lu - " . .. .. - : a Li .. 
putem face următoarele aproximaţii. Scriind amplitudinea oscilaţiilor sub 
forma : 
A a a ce ? 

m f/(ă = OiPo tr O o ro tra—o) 
se vede că sub radical avem deja mărimile mici O — « şi bla pătrat, de aceea 
putem neglija O — o.faţă. de o, adică o-r 0 =20 +(0—c0)7320 și 
40202 22 4o*b?, păstrînd deci mărimile mici pînă la ordinul doi inclusiv, 
adică păstrind prima“ aproximaţie nenulă : 


"Fo Buaax 


>mojle — DAE io OYIP 


În imediata vecinătate a rezonantei, anume pentru |O—o|<b, 
(14,100) dă Bz Bras: Amplitudinea începe să scadă sensibil cînd | o — Ol 
şi anume, penru | o |. —b | 
sau O= o 4 d, amplitudinea 
devine Bay! A/2 0907. Bas. 
Prin urmare, coeficientul de amor- 
lizare  b = rf2m , caracterizează 
semilărgimea curbei -de. rezonanță 
(fig. 14.23). | 

Prin lărgimea curbei de rezo- 
nanţă se înțelege intervalul de 
frecvențe  Q — O, unde O, 
sînt frecvențele unghi ulare pentru 


câve ordonata curbei de rezo- A 
nanţă se reduce la 1/4/3:=:0,707 
din maximul curbei. si 
În cazul nostru (fig. 14.23): | Fig. 14.23 
iat 0e Ati E en ca AGi el 05 AU) 
a: d 2m 2 2 


În cazul reprezentării unei mărimi energelice, care este pătralică în amplitudine, 
lărgimea curbei trebhie hiată la 1/2 din maximul curbei (pentru 'a obţine 
coeficientul de amoitizare)."-- SA 


Prin urmare, din graficul curbei de rezonanță. B.— B(0Q) (dacă, această 
curbă este „ascuţită“, b < o, şi nu „aplatisată“), luînd semilărgimea curbei, 
obținem coeficientul de amortizare 5 =r/2m. 

“Dacă amortizarea este mică (D < w), deți rezonânța este ascuţită, atunci 
înainte de rezonanță (O < w) defazajul f este aproape zero, iar după rezo- 
nanță (Q > e) defazajul $ este aproape —x. În eazul'ideal (D.— 0) detazajul B 
ar fi nul înainte de rezonanţă (oscilaţiile forţate în fază cu forţa) şi egal cu 
—x după rezonanţă (oscilaţiile în opoziţie de fază cu forţa) ; pentru O =o 
defazajul ar avea un salt de la 0 la —m;. frecările. însă „lărgesc“ acest salt, 

Dacă amortizarea este mică, făcînd aceleași aproximaţii ca pentru ampli- 
tudinea B (o Om2o), avem: | PIE 

ui : i Le 2 90p: Pe pi aa Boa 

9 9 O—o 


se (9 


(04.102) 


Pentru O =o7Fb,tsf = Fl'sau P = —z/4, —57%[4, prin:urmare pe 
intervalul îngust de îrccvenţe (w — d, o + 0) delazajul f variază cu z[2 tre- 
cînd de la —x/4 la ——3x/4 (fig. 14.24). Ducind dreptele orizontale cu faza 

ci? sira aia să a eg ani afl —3%/4..şi interseetîn- 
pe „a us dude cu curba defazajului; 
Ea e St pa ID Mi obținem : Zărgimea 25 =r/m, 
": “analog lărgimii curbei. de rezo- 
nanţă ; pe intervalul îngust 2b 
defazajul f suferă o varia- 
„tie [2 egilă cu jumătate din 
toată variaţia sa. 
* “Îm'vedinătatea rezonanţei 
(în cazul amortizărilor "mici), 
să: facem! în (14,98) aceeași - 
“'aproximalie ” ca în (14.100); 


e ac: 7 4m (O a 2) pe a 


r? 1: 


(14.103) 


Fig. 14.24 


„i. dăltima formulă . me dă 
„pulerea absorbită, de către 
„sistemul „oscilant:. (egală. .cu 
cea disipată) în . vecinătatea 
_rezananţei, în cazul rezonanţei 
ascuţite. Curba este simetrică 
faţă de frecvenţa de rezonanţă 
Qzow (fig. 14.25). Forma 
S-ar e EI m. (14.103) a relației dintre 
ma anii E aia rea a G-B.. UL ; Ab: .: A. rit ioeueea ele Sei pita Tu pa ateu A 
cae Na 9 tă mt ama n + Buterea, absorbită,și frecvență 


- 


Fig, 1425 se. numeşte, dispersipă....:--. 


ma a mim pa erei i re m ma ii RTT it, PR aa ANN GC: NR A ET a E 


fai toc pen pe =; Putere, absorbită Esi, maximă : 


Pus = Plo) si Ei N Di ui (14.104) 
) îş 


ceea ce coincide, bineînţeles, cu: :(14.99). 
Pentru | 9) —- o] == b, adică 0=o =; d, puterea absorbită sau a disipată 


lărgimea curbei puterii este egală cu polei anti de amortizare b. "Cu. cît 


„amortizarea este maj mică, cu atit maximul (14.103) este mai înalt şi curba 
'mai îngustă, adică YezOnanţa este. mai „ăseuţită“, | dar aria mărginită ja 
curbă este aceeaşi, ii: 


În, adevăr, această , arie este dată de integrala i P(9) do. Deoarece 


Po) aosaresle BARE o dată cu-, „dezaeerdul“ (0 — să i ada face Apr 


maţiile : | | | 
+ 2 0. [i A = co n. _ | 
Iu) a [E i II Le pai E 04105) 
27 Ik(Q— cold Am 1-2 4m “i 
0 e 
unde, Jimita interioară op < —1 și de aceea putem Ja aproximativ 
ar „lo d: 
are: tgz =. ada daia 


= 34, 8. OSCILAȚIILE SISTEMELOR CU MAI MULTE GRADE 


„.. DE LIBERTATE 


„Numărul gradelor de libertaţe ale unui sistem este numărul coordonatelor 
(parametrilor) independente necesare pentru descrierea mișcării sistemului. 
Fie s numărul gradelor de libertate, 2; — coordonatele, măsurate de la 
valorile lor de echilibru (i = 1, 2, ,s). Energia potenţială, măsurată de la 
valoarea sa minimă de echilibru, analog cazului unidimensional, este o funcţie 


Rătraliea în coordonatele 'z,: - i DIR SI F 


i -—5 Re ptitp (k+3 ga Iza), 3 (14.106) 
3 FIRII Mac: 


iar energia cinetică — o funcţie păiratică pozitiv definilă în vitezele ă : 


B=—5 Me gti, > 0, ao = Sia) (4. 107) 
PR 7 Su FIRII ie ua “a 


Există un sistem de coordonate; : udate: riohinăle: Ai sint) în 


care ambele forme pătratice (14. 106-—107) se aduc simultan la forme diago- 
hale: 


= catei] i aridă 0 Vista TEN e „ae pă pie e 


Bem Usd (14.108) 


astfel încît energia totală se scrie ca o sumă a energiilor de tip (14.9) ale unor 
oscilatori liniari, independenți, care efectuează oscilaţii simple, armonice, 
numite oscilații normale, cu îrccvenţele proprii a; : 


amd + 0249); qi qi =0,i =, dis. (14.109) 


Oscilaţia generală a sistemului va fi o anumită :suprapunere a oscila- 
iiitor normale. ; 

Folosirea coordonatelor normale, reduce astfel problema oscilaţiilor unui 
sistem cu s grade de libertate, la problema oscilaţiilor. a s oscilatori liniari 
independenţi. 

Exemplu. Vom considera un sistem cu două grade de libertate şi anume 
<louă pendule fizice, identice, cuplate printr-un resort fin orizontal de constantă 
elastică Ik, fixat cu distanţa h mai jos de punctele de suspensie ale penduleior, 
ca în fig. 14.26. Coordonatele sistemului 
sînt cele două unghiuri de deviere 6,, 02 
măsurate de la poziţiile verticale, res- 
pective, de echilibru. 

Vom considera oscilaţii mici. “Atunci 
alungirea resortului de cuplaj va îi 2 
 h(0, — 0,), forța kh(0, — 0,) și momen- 
tul ei faţă de axa de rotaţie 4 kh2(0. — 0,). 

Ecuațiile mișcării: de rotaţie (oscilație) 
a pendulelor se seriu (he — distanţa de la 


Fig. 14.26 | axa de suspensie la CM): 
Id, za — mg RO, + R2(0, — 0 ) DR, (14.110) 
16, == —mg Rae — kl2(0. 0. | i 


Introducînd notaţiile: 


tă = Dig iia, w2 = AIE, | | (14.111) 


1 d , g => ) 


ceuațiile devin: 
DE 030, -b- 62(0, — 02) 220, Da fr ask a2(0;—8,) =0. 
(14.112) 


Frecvenţele proprii pot fi găsite pe ddulă căi, Întii direct, căutînd soluţii 
simple armonice ale sistemului (14.112), anume de forma: ; 

| 0, e ui eat i E (14.113) 

care introduse în (14.112) dau, după simplificare cu factorul temporal ei* : 

— At og F o(A, — A) =0, 


Sri SE ie (14.114) 
— 02 A2 + 04 A+ ca(Ae — A.) =0. 


Aceşta este. un sistem algebric omogen în amplitudinile: A,,s şi pentru a avea 
soluţii neidentic nule (ncbanale) determinantul sistemului trebuie să fie nul: 


că — 0 + ot 02 
Aceasta este o ecuaţie pătratică în o? (numită ecuație caracteristică) cu rădă- 
cinile : 


NR. A Ani SN zi CE Ad 2 2 n ar | 
|—=a osos. (eg th (1-1.115) 


oa = oo 0= Vogt 20 (14.116) 
care constituie frecvențele oscilaţiilor proprii. 

Cea de-a doua cale este trecerea la coordonatele normale, adică sepa- 
rarea oscilaţiilor independente. În cazul sistemului nostru (14.112) aceasta se 
face imediat prin adunarea și scăderea celor două ccualii: 

(0, + 02)” + og(0, + 02) =0 deci w, =ow. (14.117) 
(0, — 0)" -+ (03 -+ 202)(0, — 02) =0 deci 2 = Vo + 202, 
coor donatele normale fiind go = 0, 2 02. PN | 

Cele două oscilaţii normale se realizează deviind inițial pendulele cu 
același unghi, în acelaşi sens (0, = 00 — oscilaţia simelrică), respectiv în 
sensuri opuse (42 — oscilaţia antisimetrică). În primul caz resortul de cuplaj 
rămîne de fapt tot timpul nedeiormat (şi poate li scos), iar în al doilea caz el 
este solicitat la maximum. | 

Oscilaţia generală va îi o suprapunere a celor două oscilalii normale : 


Qi == Aa COS (alt Xa), Qe = As cos (olt d), 


1 i 
8, == (qi + (2), A 0, == (d aci (2), i (14.] 15) 
| Anii d | 
unde constantele A,2, ga,2 Se determină din condiţiile iniţiale. De exemplu, 
ținînd în momentul iniţial 1 = 0 primul pendul fix 0, =0, =0,iaral doilea 


deviat cu unghiul 0, adică 0, =0, 0, =0, găsini solulia: 


1 pi ee 
9, = 0 (cos al — cos ol) = 
1 la iși 
= 0 sin E (02 — Li car (0. + oa)i, Ă (14.119) 
U 
N 


Ru | i | „Î £ Piu. ; 
i PE 3 O (cos ot + cos ot) =0 Spar2 Ada — out cos lei oa). 


De aici se vede că dacă frecvențele proprii + sînt apropiate, între ele (cupla, 
slab) - ie - Su e A pe aa i 

| | as 
o, & oo sau kk & mgRe, atunci oa 2 ot, (14.120; 
obținem fenomenul bătăilor, adică oscilaţii de tip sinusoidal” de' frecvenţă 
Îi pa pp Midi a tale di scai 

-— (cop + 02), modulate, adică cu amplitudine lenț variabilă cu frecvențe 


(bătăilor) : 


A Sid 0 IE Ci ji R 
top 3 du SE. (14.121, 


Pe-măsură ce amplitudinea oscilaţiilor pendulului:2-seade spre zero, amplitu- 
dinea oscilaţiilor pendulului 1 crește spre un ma xi mn, apoi procesul: se des- 
făşoară în sens invers. Energia cinetică trece succesiv de la un pendul la celă- 
lalt, ele fiind în rezonanţă (pendulele pot i Puse în oscilație și în plane perpen- 
diculare pe planul se 14. 20) zi 


14.9. ANALIZA ARMONICĂ (FOURIER) 


149.1. OSCILAȚII PERIODICE. | 
Yuneţiile periodice, în condiţii foarte generale (condiţiile lui Dirichlet), 


pol îi litiul tă într-o serie . APO e Gat e de forma: 


AI) = =7I. căi cos no + b, sin inel) = îsi An cos (not + aa) F „£14.122) 


E =, +, tg dn porii a „ali ca. 123) 
| pi li Rp „Ă 
unde coatictailii d, b, se obţin uşor iulia ăceastă dezv altare. cu 'cos ko; 
. - 2a R 
respecliv sin hol şi integrînd pe ,o perioadă. mp =—— 
W 
În adevăr, ţinînd seama că. i 
di Vi 
cos nof-sin khof-di =0; | cos nof - cos kol-di = dup Eos (14.124) 
o i | > ) PS 0 — 
. « p. mpi . 
sin noii sin ide ai - î. Si FSA 
i .— 
fi ă A A ] E ani i 
pal VISA PE e donat ca fiece; (14.125) 
|, dacă n=k 
rezultă formulele penlru coeticienți +. 
3 
| 
do = pd d! = sI (valoarea medie a luncţiei),  - (14.126) 
) 


E 4 K:: 
(ip = 7: (70 e cos lia v- == 2 (rosia sin oi d, z 0. 
7, Ip 
Li INI 0 


N Folosind formulele lui Euler. aa. 24), dezvoltarea Fourier (14. in se 
poate serie cu: ajutorui funcţiilor uita ul 


RD = 5 Ep Pi vo, — (aa Sul, (aa, 127) 
ia a: „ ali ati 
Ca af Ai gt 01, Cat la Îmi 


„.U 


[o metan om aa ate 


Prin urmare, oscilaţiile periodice oarecare se descompun în oscilaţii ar- 
monice, sinusoidale, cu frecvențe egale cu multipli întregi nw ai frecvenţei 


pi 
funda mentale ră ai unde T este e i oscilaţiei. Spectrul oscilaţiei 


este dat „de diagrama în care sint reprezentate amplitudinile în funcţie de 
frecvenţă, EL este format din linii verticale echidistante de diferite înălțimi 
(proporţionale cu amplitudinile). i 

Descompunerea oscilaţiilor în oscilaţii” sinusoidale este importantă de 
exemplu în acustică la analiza sunetelor sau în electrodinamică. 


14.9.2. OSCILAȚII APERIODICE 


Dacă oscilaţia este «periodică, atunci în locul seriei Fourier cu spectru 
de linii (discret), vor apărea oscilaţiile sinusoidale cu frecvențele cuprinse 
într-un întreg interval, deci cu spectru continuu. Seria Fourier trece în inte- 
grala Fourier : 


vei 


f(D = | a(o) cos [ot îi «(0)] do = | da cos (ot + au) do (14.129) 
d * | ii 
sau sub formă complexă 
FD) | c(o) el Va, ((—o) =c(0), (14.130) 


unde densitatea de amplitudine sau densitatea spectrală („anvelopa spectrului“) 
este , 
„c(o)= Za Esi LO e sui d (14.131) 
— 00 Se ii 
Spectrul este reprezentat de graficul densităţii de amplitudine a(c) (densitatea 
spectrală). 
De exemplu, oscilaţia amortizată din fig. 14.27 are spectrul continuu 
din fig. 14.28. ra 


alw! [2 
lb 


| 
| 


Fig. 14.27 iz, 14 28 


Integralazfourier devinegtntă ii a în cazul;, „unei unchii pare: 


f() = au: a, Cos of sido, “d = — înc cos old! (04.132) 


iv 


9 piei, v 


și în cazul unei funcţii impare: 


00 co 
f() = | ba sin oldo, De A f(0) sin ol di. (14.133) 
conţine numai cosinusuri : 


Exemple. 1. Oscilaţiile dreptunghiulare din fig. 14.29 fiind simetrice faţă de SC ales, vor 


he ho 2h i 2h 
ay == și dy = Sin zn —. = ——sin—noT; b, 20; (14.134) 
7 2r n TR: 2 
d ] 
2 a AOT- 1 not 
Th= ÎS sin: = 
N== N 2 
he ce 2h TIT 27ni 
Z—. DI —— sin Os 
1 Za în i & 


(14.135) 


o pt 


Fig. 14.30 


2. Mişcarea aperiodică f(1) = Ac, t>0 (fig. 14.31), se descompune în integrala Fou- 


zier : 
[ex] 
pot AL 14.136 
f(D = (0) e du, c(a) = De Dra ta (14.136) 
—a - 
sau | 
dag | | 
f(t) = a, cos (& £ + ao) do» (14.137) 
0 . 
a = 21c(o)]| = tea e EEE te > = —arg e (o)=are Lg Sia (14,138) 
zi m Voia o ii | b 


Spectrul este dat de c,, şi este reprezentat în fig. 14.32. 


fit) 


Fig. 14.31 5 Fig. 14,32 


14.9.3. FORȚA OARECARE 


Dacă asupra sistemului oscilant acţionează o forţă oarecare F(D) perio- 
dică sau nu, atunci descompunînd-o în serie sau integrală Fourier, calculăm 
oscilațiile forţate produse separat de fiecare oscilâţie sinusoidală compo- 
nentă. Deoarece ecuaţia diferenţială a oscilaţiilor amortizate este liniară, 
suma sclutiilor individuale este de asemenea o soluţie (principiul suprapunerii). 
Rezultatul va fi deci suprapunerea (suma) oscilaţiilor forţate individuale. 
Prin urmare, oscilaţia forţată rezultată va Îi reprezentată de seria (sau inte- 
srala) Fourier corespunzătoare, 

De exemplu, 


FD = SAn cos (NO + aa): 2 = XBacos (ROL + Ba); (11.139) 
unde a d 2 să Es i 


A p - 
i IEEE e e Ep (a Op 14.140 
nt Vr4-(nom — k/ns)t s(6 nOm — k/n: ( ) 


Dică una din frecvențele componente n coincide sau este foarte apro- 


„piată de frecvenţa de.rezonanţă oozez a sistemului oscilant, acesta intră în rezo- 


nanţă, şi dacă amortizarea sa este mică, rezonanţa va fi foarte ascuţită. Astfel 
se explică faptul că putem obţine rezonanţă cu ajutorul unor impulsuri (de 
formă oarecare) dar cu frecvenţa de repetiţie egală cu un submultiplu întreg 
„al frecvenţei de rezonanţă. gi | 

"Dacă avem un set de rezonatori cu amortizări foarte mici, atunci Vor 
intra în rezonanţă acei rezonatori ale căror frecvenţe proprii de rezonanţă 
coincid cu frecvențele componente ale oscilaţiilor aplicate. Astiel se poate 
face analiza oscilaţiilor (de exemplu, frecvențmetrul cu lamele rezonante 
folosit pentru curentul alternativ industria!). | 


NA 


PROBLEME - 


14.1. O particulă se mișcă de-a lungul axei Oa după legea a == C ces? (ol +9). Să se alle 
amplitudinea și perioada oscilaţiilor. Care este ecuaţia „traiectoriei“ în spaţiul fazelor (0, 1)? 


N. A=CPT=rlo; = 40?z(C — 2), 


14.2. Un pendul simplu gravitațional a cărui bilă are uensitate p esle cufundat într-un lichid 
de densitate pp. Care este perioada micilor oscilații ? ă 


îti e Eu fa 
: 9. „P— Po. 


14.3. De capătul unui resort vertical de constantă elastică & este fixat un corp de masă m, 
Cu ce distanță maximă coboară corpul lăsat liber, dacă în momentul inițial viteza lui este zero 
şi resortul nu este întins? 


R, Ep 2mglă, 


14.4. Un corp de masă m este suspendat de un fir perfect flexibil şi perfect clastic de con- 
stantă elastică k, Corpul este deplasat în jos și lăsat apoi liber să oscileze pe verticală, Care 
este depiasarea maxiniiă admisibilă pentru ca oscilaţiile să fie armonice? 


Pa 


Re. „Ansx = 2 te Să SA 3, So 5 pute d RA sai 


14.5. Un arcometru (sau devsimetru) de masă 7 şi cu diametrul tubului cilindric vertical d 
efectuează mici oscilății verticale cu pericada T intr-un lichid. Care este densitatea lichidului ? 


_— 10zm 
ge | 


R, 


a 6. Un corp de nasii m este suspendat de un resort. O par tiemă de masă n cade cu vi- 
teza v pe corpul m de: care! se lipește.” Ahima: rca statică predusă "de par ticula ni este z. Să se 
âne amplitudinea oscilaţiilor Siștemului (n “e m). 


R, asa | Se E SINE iu SI A ie i taia 
zep(m + m) a 
14.7. Pe un platan de masă neglijabilă, atirnat de un resort, cade fără viteză iniţială un 
corp. 66 Ia înălțimea h deasupra platanului. Considerind că ciocnirea corpului: cu platanul este 


plastică, să se afle amplitudinea oscilaţiilor piatanului. La echilibru același corp alungeşte 
i sita cu d, 


FE, 


n. A 2 TE 71 777 


14.8; Îi mijlocul unei corzi elastice orizentâle de hnginic i. îi: tinsă cu forța constantă F, 


este susperidat juc pică de „masă m. Să se afle o perioadă micilor sale oseilaţ i. SA ne; slijează 
ravitația): 


n Ţ=ș IE 


14.9..0 particulă oscilează de-a lungul axei Oz după jeiza z = A ces (ot A. o). Să se cal- 
euleze densitatea, de probabilitate tr). unde (a), dz esto probabilitatea de-a „găsi particula 
pe intervalul (e, z pi dz); | 


RVăâi—t 


14.10. O scîndură omogenă este așezată orizontal și transversal pe doi cilindri în xotație, 
ca în' fig. 14.33. Distanţa dintre axele cilindrilor este 7, iar coclicicniul de îrccare la lurrecare 
este p,. Să se arate că scîndura va oscila sinusoidal și să se afle pericada; 


Fig, 14.33 | Fig, 14.34 


î 14,11. Un manşon de masă m poate culisa fără frecare pe o tijă orizontală, fiind prins cu 
două resoarte identice, de constantă &, de pereţii vasului din fig. 14.34. Să se calculeze pe- 
rioada micilor oscilaţii ale manşonului, dacă vasul este rotit cu viteza unghiulară o. 


27 


„-V2khm —v? i 


14.12. Un corp de masă m, așezat pe o coasă netedă, este iegat printr-un resort orizontal 
de masă m' şi constantă” k de LI perete. Să se afle frecvenţa osci Iaţiilor corpului (se negli- 


— 
. ii 


jează frecările şi se consideră: toate punctele resortului oscilcază în fază). i / 


RC ENE | 
R, = î. 
m + In'/3 


14.13. De capetele unui resort cu constanta elastică k sint prinse două bile de mase mos: 


Neglijind torfele gravitaționale, să sc ale frecvenţa de oscilație a resortului, iniţial întins (sau 
comprimat) şi apoi lăsat liber. 


FI N EI 
Ma 


_1%.14.. La capetele unei tiie fine orizontale cu constarta de torsiune C sint - fixate. două 
„discuri cu momentele de inerție Ins Care este pericada oscilaţiilor! dej torsir: ne ale tijei ? i 


m pi ——— 
ee (an |. 
: CU, + 1. 


14.15. Un pendul este format dintr-o tijă subţire rigidă avind la capăt o sferă de rază R 
“cu'pereţii. foarte subţiri, conținînd un lichid ideal. Distanţa de la axa de suspensie pînă la cen- 


"trui sferei este 1 (fig. 14.35). De cîte ori crește perioadă micilor oscilaţii, dâcă lichidul îngheaţă 
(n eglijind variația de volum prin solidificare) ? . 


14.16. O tijă omogenă de masă m şi lungime i poate oscila într-un plan vertical, avind însă 
capătul inferior prins la mijlocul unui resort orizontal de constantă elastică Ik (fig. 14.36). Să 
se afle frecvenţa micilor oscilaţii. 


N. o= | 14 Bi i 
2l 2Ng, 


Yig. 14.35 Tig. 14.36 Fig. 14.37 


14.17. Un cilindru omoşen de masă m execută mici oscilații de rostogolire fără lunccare 
pe un plan orizontal, fiind prins la periferie de mijlocul unui resort orizontal de constantă elas- 
tică k&. ca în fig 14.37, Care este perioada oscilaţiilor ? 


i i 2 


2 2k 


14.18. Un pendul fizic este rotit cu 189 faţă de poziţia sa verticală de echilibru şi lăsat 
liber, Ştiind că cl trece prin poziţia verticală de echilibru cu viteza unghiulară co, să se alle 
perioada micilor oscilaţii ale pendulului. 


14.19. Un pendul fizic oscilează cu frecvenţa iei Dacă i se atașează un £orp mic de masă m 
Ia distanța Ah de axa de suspensie, frecvența devine oz. Care este momentul de inerție al pen- 
duluiui fizic faţă de axa de rotație? 


e _ 
R. Ie ma PE Z9h 


wi — vă 


14.20, Două pendule îizice au perioadele 7, „ si momentele:de inerție 7... față de axa de osci- 
4ație. Dacă le cuplăm rigid, ce perioadă va avea pendulul fizic-rezultant. în jurul SSCIAIEAI axe 
do suspensie ? 


R,  ȚP== spa] = Dita 
Ti + 17; 


| 
| 


14.21, La capătul liber al unei bare orizontale (de masă neglijab'lă), îmcastrată la celălalt 
capăt, este atirnat printr-un fir un corp de masă m. Bara are lungimea [, momentul geomciric 
J şi modulul de elasticitate E. Care va îi perioada oscilaţiilor corpului ? Pentru ce amplitu- 
dine a oscilaţiilor firul de suspensie va începe să se stringi ? . ENI | 


— 


RP, z=ama || 2, PRL 
V 3gI 3£J 


14.22. Lu mijlocul unei bare orizontale (de masă neglijabilă). sprijinită orizontal la capete 
pe două reazeme, este aşezat un corp de masă m; Bara arc lungimea Î, memeniul geometric 
J şi modulul de elasticitate. E.. Care va fi perioada oscilaţiilor. corpului ? Pentru ce amplitu- 
dine a . «scilaţiilor corpul începe să se desprindă de bară ? 


i 3 
să 7 =2s)] mag ME 
48 EJ 483 E] 


214.23, Să se afle amplitudinea iniţială” A, şi faza iniţiali « a oscilaţiilor amortizate, stiind 
constantele mută, r, precum și condiţiile iniţiale : poziţia a, şi viteza plat=0.  . 


R. A = Vaz (00 baieti a = arc cos, 
Ag 


14.24, Un pendul simplu gravitațional are lungimea î. Știind timpul de relasare 7 a osci- 
Jaţiilor amortizate. să se calculeze decrementul logaritmic, ....... . 


oz If 1 


jpg 09 sa pe A ai : ii X 


14.25. Un pendul simplu gravitațional oscilează amortizat, deerementul logaritmic fiind D. 
Ştiind că după un timp -energia mecanică a pendulului a scăzut de c ori, 'să se afl; lungi- 
mea pendulului, ds i dă 


i ARN POR aaa 
OT 420 


14.26, Un corp de masă m suspendat la capătul unui resort de constantă. clastică k, ciec- 
tucază oscilaţii verticale amortizate. Ştiind că după Ne oscilații, amplitudinea oscilaţiilor scade 
de e ori, să se afle decrementul logaritmic, perioada oscilaţiilor amortizate, coelicientul de 
amortizare... :: N Dia, mg ap Vă ae: 


i ANI REL | 2] Di die: i i 
N k Az2N3 “m. VILĂ ARN? 


„14,27, De cite ori trebuie să crească coeficientul de amortizare pentru co oscilaţiile pseudo- 
periodice cu decrementul D să treacă în mișcarea amortizată aperiodică ? 


pa e A 


NR, bb VI Az2D* 


14.28, Si se szrie expresia vitezei oscilaţiilor amortizate. De cite ori se micșorează după . 
o perioadă viteza unui corp ce execută oscilaţii amortizate cu decrementul logaritmic D ? 

Au RIIȚI 
w' wi + TI) 

14.29. O particulă deplasată din poziţia sa ce echilibru cu A, este lăsată liberă. Ce distanţă 
parcurge particula pină la oprirea sa completă, știind decrementul logaritmie D?. 


N,  0= mÂAgettcos (o + o ae + arc tg 


D. s=A, 


14.30. Un corp de masă n, așezat pe un, plan orizontal cu coeficientul de frecare la luhecare [IR 
este iegat printr-un resort orizontal nedeformat, de constantă k, de uh perete: Corpul este de- 
plasat astfel încit resortul se lungeşte cu A, apoi lăsat liber, Să se afle perioada oscilaţiilor corpului 


și numărul de oscilații efectuate pină la oprirea corpului, sa 7 
T, za || 2, N = PTR. ARII: 
n pe a „ 4umg 4 


14.31. Să se calculeze raportul Boss! Basa, cunoscîn] decromentul logaritmic D.! 


n. Per, DP 


Bod Do 4 


14.32. Amplitudinea oscilaţiilor forțate este aceeași pentru două [recvenţe 0O,,,. Să se afle 
frecvenţa de rezonanţă a elongaţiilor, : Le N N N a E N îs sai e 


LB Orez = j- €9 +93) 


14.33. O bilă de masi m alungeşte static un resort cu ay. Știind că bita efectuează oscilaţii 
verticale forțate pe resort, sub acțiunea unei îorțe sinusoidaie periodice de amplitudine Fi, 
cu decrementul logiritmic D. să se aile frecvenţa de rezonanţă și amplitudinea la rezonanţă 
(rezonanţa elongaţiilor). Ș 


o 1 og Ta Dam FDxo [i Ar 
N, orez = je te, ata — : = 1-k ). 
to 14 Dir: 4rmg di 


14.34. Un pendul elastic are perioada cscilaţiilor neamortizate 7, Asupra corpului acţio- 
mcază o forţă sinusoidală de amplitudine £, și o forță de îrceare proporțională cu viteza. La 
rezonanța vitezelor, amplitudinea oscilaţiilor este B,. Să se alle cocficientul de rezistență şi 
puterea medie disipată la rezonanţa vitezelor. 


RT FB 
BR. ps, Pag De, 
2rB, . PR 


14.33. Pentru două frecvenţe Q,,, ale forţei sinusoidale perturbatoare, amplitudinea. vitezei 
se reduce la jumătate din valoarea maximă. Să se alle frecvența de rezonanţă a vitezelor și 
coeficientul de amortizare: .. i secte DU. 
| ay O, ici 9, 

aa 


i “ 
p. Ei 


n. s=Vâ. = 


14.35. Să se diiormint raportul P(Q) "Pasi la rezonarița tlonigallilor: ştiind raportul c/b. 
P(orez) _ ob — 2 


NR. i | 
P max otjb: — 1 „i 


| a a II 


14.37. Să se dezvolte în serie trisonometrică os-ilaţiile triunghiulare din fig. 1:1.38 


% 


NOT 
n. fW= 5 sin2 — . pinul = 
n=—00 TON? 4 
L] 
ha 2 2uT „xn 
=— Sin2 —— cos nul 
27 nzttărn: pr 


14.33. Să se dezvolte în serie trigonometrică osciiațiile în „dinţi de ferăstrău* din'fig. 14.39. 


e h cc 
| SR 4) =— Fe Sa vătnat-ța12) = = sin nalt. 


n=—co 2TN 9 ni n 


Fig. 14.39 


14.39. Să se dezvolte în serie trigonomotrică sinusoida „redresată“ f(î) = A | sin ot | din 
fig. 14.40, 


R.. Ajsinot]= Se etno = — — —— ——— cos 2nct,. 


Fig. 14.40 .. 


14.40, Să se “descompubă ui integrală Fourier: oscilația amortizată aperiodică 
j FI i Ş LU) zi Ac. | _ A 0 . . 
20 | aa : Y E | Sta ? 
LIS - atu) ps 2a Pe Fi oruu : = Ab sf pill du. 
7. b+-ot A ei eg A N 
0 


CAPITOLUL 15 


UNDE ELASTICE - 


Mediile conlinue: gazele, lichidele, solidele, sînt sisteme de particule 
legale, adică de particule (molecule, atomi sau ioni) care interacționează 
între ele. De aceea, dacă una din particule oscilează, vor oscila după ea și 
particulele vecine ; oscilaţiile se vor propaga în mediu de la particulă la parti- 
culă sub formă de unde, numite unde elastice (spre deosebire, de exemplu, 
de undele electromagnetice în vid sau în substanţă). Această nelocalizabilitale 
a oscilaţiilor este caracteristică tuturor mediilor continue. Propagarea undei 
nu se face instantaneu, ci cu o viteză finită c. 


15.1. UNDA PLANĂ PROGRESIVĂ NEATENUATĂ 


Dacă toate particulele situate într-un plan perpendicular pe direcţia 
de propagare a undei oscilează identic, unda se numește plană. 

Fie o undă plană care se propagă fără atenuare în direcţia axei Oz cu 
viteza constantă c. Dacă în originea z — 0 elongaţia £ a particulei urmează 
o anumită lege: Iti 


z(0, ) = ff), (15.1) 


atunci în oricare punct z de pe axa Oz elongalia E(z, 1) a particulei de acolo, 
măsurată de la poziţia sa de echilibru, va parcurge aceleași valori ca în origine, 
dar cu o anumită întîrziere a/c, dată de timpul necesar undei ca să ajungă din 


origine pînă în punctul z considerat. Prin urmâte, în punctul z la momentul 1 
elongația trebuie să fie aceeaşi ca în origine la- momentul /— fe: 


Ea, î) =E0, t— aj) =ftt— zl) = Fa—c. (52 


Elongaţiile &(z, 1) „ale particulelor,. măsurate de la .peziţiile lor de echi- 
libru z, pot fi atit în direcţia de propagare a undei, atunci unda se numește 
longitudinală, cit şi într-o direcţie perpendiculară pe direcţia de propagare, 
atunci unda se numește fransuersală. Mai general, £ poate desemna și o mărime 
fizică ondulatorie oarecare, precum cimpul electric sau. magnetic într-o undă 
electromagnetică. 


— 


e pp == 


Exnrosia (15.2) reprezintă ecuaţia unei unde plane progresive care se 
În aie x În i € HI; 

propagă fără atenuare în sensul pozitiv al axei Ox cu viteza c. Pentru unda 
care se propagă în sensul invers al axei Ox, c trece în —c: 


Ela, D =[Ubal) sare). (53) 


Particulele situate într-un plan perpendicular pe direcţia de propagare a undei 
oscilează identic, de aceea unda se numeşte plană. 


Fig. 15.1 


Pentru unda plană progresivă este caracteristică dependenţa elongaţiilor 
£ de combinaţia u =t"Pa/c (sau zțel) şi nu separat şi independent de 
z şi (. Dacă egalăm „faza“ u cu o constantă, zFct = const, găsim legea de 
propagare rectilinie uniformă 2 = Jet + const a fazei (sau frontului) undei. 

Dacă unda plană se propagă în direcţia versorului n (fig. 15.1), elongaţia 
particulei dintr-un punct P de rază vectoare r va fi aceeaşi ca a particulei 
P'(a'), 2 = ru: | 


-> > 


EG, D =, D 50,1 — = fu) (15.4) 
(i 


15.2. UNDA PLANĂ MONOCROMATICĂ 


În unda plană monocromatică, oscilaţiile în fiecare punct sint armonice 
(sinusoidale), de o anumită frecvenţă vw : | 
(0, 0 = A cos ot = [(D, 


Ea, =f(i— zf) =Acoa(t— zii). ——(15.5) 


Elongaţia £ este nu. nurnai periodică -în” timp, cu perioada T=2z/ow, ci 
periodică şi în spațiu, în raport cu coordonata z, 'cu „perioada: A, numită lun- 
eine de undă, care rezultă din Condiția, de periodicitate spaţială : 0 


vi A EI od 
cos o| =] cos „(1 i în = = 27, 


C.. 


Lungimea de undă este egală cu “distanța parcursă de undă în timpul unei 
perioade T, sau altfel spus, cu distanţa dintre două maxime (minime sau anu- 
lări) succesive ale undei în spaţiu la un moment dat, 

Ecuația undei (15.5) se mai poate scrie sub forma : 


E = A'cos o(1— z]c) = A'cos 2 - Sc sei == A cos (ot — ka), (15.7) 


“. 


he aer da 2 Lan) 
ps, PE (15.8) 
“ A FEL C 


unde k se numeşte număr de imăă, egal cu numărul de ind care se cuprind 


în 27 unități de lungime. Mai general, se defineşte vectorul de undă k av înd 
modulul k =2x/A =o/e și fiind orientat în direcţia și sensul de propagare 
a undei: 


daf ei Date a a E Il i a Și, 
„K= In= isi = — n. SI AIR (1.5.9) 
pă Cc i 
Atunal ecuaţia undei plane monocromatice.care se propag ă în spaţiu în 
direcţiă şi sensul vectorului de undă Î: se.scrie: | 


Eacos(ol— ÎN =Re [Aeitertd) (15.10) 
Argumentul cosinusului se numeşte faza undei : 
det => (15.11) 


Supraieţele de „undă sint suprafeţe de fază constaniă şi ele sînt perpendicu- 
lare (n medii izoirope) pe direcția de propagare a undei. În adevăr, ecuația 


et.— kr == const reprezintă ecuaţia -unui pu în fiecare monnient, vectorul Fi 
fiind perpendicular pe acest plan... .... nu". : 
Normalele pe suprafețele de undă se numesc raze. 
În cazul considerat mai sus, suprafeţele de udă sînt plane, normale pe 
direcţia de propagare. - 


— 


Viteza. undei plane monocromatice coincide cu viteza de deplasare a iazei, 
numită viteza de fază. Dacă faza din punctul da caii ta ajuns în 
punctul 2 +- da la. momentul £ + di, înseamnă că 


9 =ol— ki =o(0+ 05 — k(z + dh) > do =o di kdr =0,: 
pi e ala aa atu (15.12) 


Importanța. stuătalei. undelor plane monocromalice (15. 10) este deosebită, 
deoarece o undă oarecare poate fi descompusă totdeauna în unde plane mono- 
cromatice (descompunem, de exemplu, funcţia f(P) (15.1) în serie sau integrală 
l“ourier), analog descompunerii unci oscilații oarecare în oscilaţii armonice 
sinusoidale. 

Undele elastice se numesc și unde sonnre sau sunete şi se împart în 3 
game : infr asunete cu frecvențe! sub 16 Hz; sunele auzibile cu frecvenţe între 
16 Hz și 20:kHz (lingimi de undă în aer între 2 m Și 2 cm) și ullrasunele 
cu frecy enţe „peste. Ei kHz (pînă la = 10 GHZ)... 


15,3. DEFORMAȚIA BOLIDELOR PRODUSĂ DE UNDE 


Undele longitudinale se pot propaga 2 atit în solide cît și în îluide, în Tai 
ce undele transversale, se pot propaga numai în solide, deoarece în fluide nu 
există torţe elastice la forfecare, adică forţe proporționale cu distanţa de lune- 
care a unui strat faţă de altul, care să transmită oscilaţiile transversale. 


15.31. DEFORMAȚIILE ÎN UNDA LONGITUDINALĂ . 


Să considerăm întii o undă plană longitudinală. Din cauza deplasării 
particulelor în direcţia propagării, mediul elastic este în fiecare moment de- 
format. Să calculăm deformația relativă <(x, î) în punctul (planul) P(2) la 
momentul“ţ. Pentru aceasta; să considerăm un punct (plan) infinit apropiat 

Q(a 4+- dz) (fig. 15.2). Coordonatele z; 2 +- dz reprezintă, poziţiile de repaus 
(de echilibru) ale particulelor, astiel încît PQ = dz este lungimea nedetformată 
a stratului. La momentul ( particula din P(2) are elongaţia (x, 1)-şi deci se 


| a ți] | „„dărăa 0X | 
at END e „ua RONI e ce atita EA = 0 caca i A aaa a 


Fig. 152 


Ps 


lu td alle 


ailă deplasată în P'(2 + 2. iar par ticula din Q(a - -- d2) se află atunci depla- 


sată în 9 da da + & +a), F deoarece elongaţia din punctul iai 


vecin Q(2 + di) este (a a de, l) = „ea ț) a: dz. Lungimea segmentu- 
aa 


i 


lui (stratului) PQ = da destine deci la momentul / egală cu P'Q' =da + 


- 28 az. Alungirea absolută va fi P'Q' — PQ 2 dz, de unde deforma- 
Ca e 
ţia relativă: 
e(3, () a, | (15.13) 
02 a 


Cealaltă derivată parțială a cionga- 
liei dă evident viteza particulei : 


Par dnei. SAE E 
v(z, [)=—— =. (15.14 
) , | ) 
15.3.2. DEFORMAŢIILE 
ÎN UNDA TRANSVERSALĂ 


În cazul propagării undei ransversale 
ai în direcția axei Or, particulele au de- 
Fig. 15.3 | plasări E(z, [) transversale (perpendicu- 

3% are) pe direcţia de propagare Oz. Două 

punele infinit, vecine cu poziţiile de echilibru în P(x), Q(z -+ dz) se vor 


afla deplasate la momentul l:În poziţiile Pa 2, respectiv Q' - = a da, „E Fă 


+ aa) (fa, 15. 3), Unghiul «de lunecare (forfecare) "7 al planului din e 
aa 


faţă de planul din P, unghi considerat mic, „rezultă din SAALE tul catetelor 


RQ' au şi p' hR EA deci 


ză | 

“e. ). mi i pă 15.19) 

Deforrăaţiu oliaețigă. de biundite sau. de. luneeure, este e egală cu derivata par- 
fiată Iri iai ac în cad cu coordonata. dă 


15.3.3. E lea PRODUSE DE UNDA PLANĂ PROGRESIVĂ. 


În cazul undei: plane progresive nealenuale (15.2) avem (o — viteza pasti- 
culelor) : 


Eta fe vente a aaa, DE bd, E 
| UI ct Ea NI 
„28 Ca 20 2u 21 
cl cl cu ct du” 
„08 _0f : el âu „cf N PRI JA: AIA 
fara rara a cat oc” 
de unde detor maţia relativă sau unghiul de lunecare : 
stii cau li ee sal 0 ai” ABB) 
ca ec ol e 


Deformatia de alungire sau lunecare este egală cu raportul, cu semn schim- 
Dat, dintre viteza particulei și vileza undei. 

Penlru unda progresivă care se propagă în sensul invers (negativ) al axei 
Oz avem: . 


SI: 1 b ” 
az c at c 


Detormaţia e(z, [) sau y(e, 2) este maximă acolo unde viteza particulelor 
o(z, î) este maximă, deci în punctele unde particulele-trec prin poziţiile lor 
de echilibru. Acolo unde viteza particulelor v este în acelaşi sens cu sensul de 
propagare al undei longitudinale avem o regiune de comprimare (s <0), 


iar acolo unde viteza particulelor este în sens opus avem o regiune de rareliere 
(e > 0). | 


15.3.4. DEFORMAȚIILE ÎN UNDA MONOCROMATICĂ 


În particular, în cazul undei plane monocromatice (15.7) avem : 


A oz i se 
<(x, î) sau (x, DD) =— sin o(l— fc) =—A sin 2rţ = — 7] = 
(e, D sau x, D = SE sin aţi — aie) = (a i 
“=hAsin(ol— hd. (19.18) 


Detormaţiile sînt nule acolo unde elongaţiite sînt maxime și reciproc, sint 
maxime acolo unde elongaţiile sînt nule. Aceasta se vede uşor pe o undă 
transversală. În tig. 15.4 am reprezentat porţiuni egale din două plane vecine, 
în punctele de maxim și de zero ale elongaţiilor. În maxime cele două plane 
vecine sint egal deplasate transversal din poziţiile lor de echilibru şi detor- 
maţia de lunecare (a unui plan faţă de celălalt) este nulă ; în schimb în punctele 
de zero, cele două plane vecine 
sînt deplasate în sensuri opuse 
şi lunecarea este maximă. 


La tel, într-o undă longitu- 
dinală, comprimările şi rarefie- 
rile vor [i maxime în punetele 

„de zero ale clongaţiilor: acolo 
două plane vecine (de o parte 
şi de cealaltă a 'punctului de 
zero) se apropie sau se depăr- 
tează între ele, pe cînd în punc- 
tele de maxim ele se mișcă la. 
fe! în acelaşi sens. | Fig. 15.4 


Ca ordin de mărime pentru sunetele, ohișnuile 


GA 0 ii A 27 AN mr 
c gi > „109 mm, 


a 10-ă = 0,01%. 


Emaa SU fmaa = 


0 e pp e tt i, 
- - am 


(15.19) 


Ca ordin de mărime deformaliile relative stat egale cu raportul dintre; ampli- 
(udiriea de oscilație a particulelor. şi. lungimea de. undă. d m parle 


15.4. ECUAȚIA UNDELOR 


Derivînd încă o dată pe €f/ez, obţinem ecuația undelor : 


za (I-A ses AO aa 
ax? calea e ENEI c Exât 
n i | a':/o - 1 pa să d mda i 
dl. — =2( E el (15.20) 
PE NELI „i ci DC a a | 
22 122f ef: Î» 40 pa A! 32 
E AR APA LEI o ma (2 If=0. 
ni ei Ge d e ale de A | 


Prin urmare, undele E(z, 1) = = (Fac) verifică această ecuaţie diferentială 
cu derivate parţiale și, reciproc, soluția generală a acestei ecuaţii este o supra- 
punere a celor două soluţii, undele fi(/ — 2/0) + fp(t+ zlo). | 

În cazul propagării într-o direcție oarecare în. spaţiu, ecualia undelor 
se poate obține analog, pornind de la unda plană (15, i 


nr 


[[1- ză BY, [Q0, u=l—— — (ne + ny + na?), 
Cc 


=> 


SILA RI 
Ra 


„m. af . ef.du. du | | 7 AR af - 
aa a le ee de radiale saga 
0 bbei, stele Du 
-. 9[.  €făâu au Ce N e e te zi 
az Cudz Cr 0 ge C * ce a 
2f Na Of iad]: 
Pee 
E „-€ 0u cot 
E] _: na Of Na 2 [ €f n2:06f 
aa? : 0 AX2t c 2lțaa Tae a 


Sumînd derivatele partiale (15 + ry + ri = n? =1), rezultă ecuația undelor 


(pentru medii omogene şi izotrope) : 


DL ay Doha Le Apele sac (18/80) 
î- o[. da dp 62 PR E DI Si, 


(A este operatorul lui L.aplace; pe 'scurt laplacean): sau: 


(a 32 aj -aa po. (15.22) 
GQ 


a este operatorul lui D'Alembert).. Pentru: visa BIdiA: e care: se. BrOpaBA- În 
direcţia axei Oz regăsim de aici ecuaţia (15,20).. ci 


Vom avea nevoie de ecuaţia undelor pentru calculul vitezei de propagare c, 
care apare la pătrat la numitorul derivatei după timp. Ecuația undelor se 
obline din ecuaţia lundamentală a dinamicii scrisă pentru un element 
dm : dm-a =aF. | | 


- 


15.5. VITEZA UNDELOR ÎN SOLIDE 


15.5.1. VITEZA UNDELOR LONGITUDINALE 


Să calculăm viteza: undelor longiludinăle într-o tară şi într-un mediu 
elastic nemărginii, Legătura dintre tensiunea elastică o(z, [) == 1*/ So şi delor- 
mația longitudinală (a, [) este dată de legea lui Hooke (12.1), respecliv 


(12.17): 
bară : | 
a ) te p = pete pe: (13.23) 
mediu elastic pemărginil : si cui iza 
ca; 1) = = F'e = RL) ce Ca 1,35 £). (15.24) 
UE pi = 2p) 
Un strat infinit de subţire dz cu masa dm = Pa Se dz (Po — densitatea 


PA, 
în absența undei) va fi supus la forţa rezultantă AF pai dz. $, “dig. 13.5). 


Conform legii fundamentale a mecanicii : 


Vita „0% 62 do Ea 
dm CE sa PP = dz Se, aa, ECE (15.25) 
PI în at al” PR 
Pentru bară: . să 
PR 2% PRE 
A E 0-E 00 d” s 
G = e =E—, 907 = = == fă = Ș (15.26) 
oz 0 az ca” 


șa FER xp Eli x der Ed 
Fig. 15.5 


de unde, în virtutea ecuaţiei undelor (15.20), rezultă viteza undelor longi- 
tudinale în bară (indicele lui pg de obicei se omite în rezultatul final): 


Cp = je (formula lui Newton). (15.27) 
*) Lică 


Pentru mediu elastic tie uit contorm lui (15.24), viteza undelor 
lomgirudi cale a va îi: sa, i | RR | 


a lg 2 Dap, cu (6 2 1,16c). (15.28) 
e (1 + ul — 2u)e 


Ca ordin de mărime: 


Cu euro fas : 10 k£. 2 4,5+10% m/s. 
- ME me | 


15.5.2. VITEZA UNDELOR TRANSVERSALE 


Pentru undele transversale forța rezultantă asupra elementului de masă dm 
este transversală pe direcţia propagării, fiind dată de efortul elastice tan- 
Tm 
, : 06 zi oua 0 = si 
gonţial datorit tgeue aa (lunecării) : o Aga dz dS (fig. 19.6). Scriind 


legea fundamentală a mecanicii pentru dice de masă dm, obţinem analog 
lui (19: 25) 1 pi a 


22g 2 224 na 5 
pm E, Ge, paie, (15.29) 
| [ca ca 2 i a 
de unde vileza undelor transversale : | 
i -|e arta <ep (Ga ID), i (15.30) 
TFE îi 


04 FE, c, 2002, 


unde G este modului de roscata (sau lunecare). 


2(x] q (x=+dyi x 


Fig, 15.6 


Raportul vitezelor în mediul elastic nemărginit este. 


d je» iu (15.31) 
ce l—2u | 


Pentru u== 0,3, rezultă c]c, =+/35 == 1,87, Această deosebire în vitezele 
de propagare a celor două tipuri de unde este folosită în seismolagie pentru 
determinarea poziţiei epicentrului cutremurelor. Întii sosește unda longitu- 
dinală care apare ca o vibraţie (trepidaţic) a podelei (Lig. 15.7), apoi după un 
anumit timp (cîteva zeci de secunde) sosește unda transversală care apare 
ca o vibraţie sau oscilație orizontală (legănare). 


Fig. 15.7 


Vileza sunelului în solide 


Sa e _ Coef. Cy. e, e 
[no =] [gi fern5) zi La [m/s] [m/s] 
Alamă. 00 2 | Bz. 0,35 3400. | 4500 | 2100 

Aluminiu 7,0 2,70 0,34 „5240 | 6400 3 130 
Argint 2 7,7 10,5 ia 0,37 2800 3 '700 1 694 
Cupru 11,0 8,839 0.34 3 600 . 4 '700 — 
Fier 21,0 7,86 0,28 5 130 5 900 — 
Lemn 0,9-— 1,7 0,7—0,9 — | 3 600—4 000 — — 
Nichel 21,0 5,5 0,30 - 1 900 -- — 
Oțel 20—22 7.8 0,28 5 100 6 000 — 

. Platină 17,0 A 21,45. 0,39 „2800 | 3 960 = 
Sticlă (crown) 6,0 2,1 — 2,8 0,25 „5 000 „5 '700 3 300 
Zinc 8,0 Th 0,23 3 800 4 170 a 

Valori extreme : Granit | "6 000 


Cauciuc vulcanizat (0*C) 54 m/s. 


15.6. DENSITATEA ŞI PRESIUNEA FLUIDULUI 
ÎN UNDA SONORĂ 


15.6.1. VARIAŢIA DENSITĂȚII = 


__ Considerind un cilindru de fimid de secţiune S, în diveelia de propagare 
a undei. plane, analog: barei din fig. 15.5 (secţiunea nu'se schimbă, îie că flui- 
dul este închis într-un tub rigid; fie că este un. mediu nemărginit), putem 


calcula variația de densitate datorită aici undei, li „(Pe = densitatea 
fluidului în absența undei, fig. 15.8) : aa | | 


dm. = pe. dz, = psfae+: ici -esae(i a 2) 
de 


JE __. â€ dE 
p— pe = dp ——p mpa E te pi n ii: arme 
az ICR) 0 
ze Ata. cz 
Sf pf sara AG (15.32) 


Fig. 158, 


unde am neglijat ultimul termen, deoarece în general deformaţiile sînt foarte 
mici |:2£ je | & 1 şi deci] p — Pol = | Ap | < po. (Termenii de ordin superior 
sînt trataţi în „acustica neliniară“, noi vom trata numai aproximaţia liniar 4) 


Pentru unda plană progresivă (15. 2), (15; 16) : 


— ===, De (13.38) 
EI i Po î. [RY Cc : i 
Variația relativă a densității unui fluid într-o undă progresivă esle egală 
cu raporlul dintre viteza Preotii și viteza undei. 


„15.6.2. VARIAŢIA PRESI UNII 


Variația densității dă naștere la o variaţie a presiunii, Dacă în absenla 
undei densitatea este Po Şi presiunea corespunzătoare pe, atunci în prezenţa 
undei : 


p— po = Ap =(Ș2) (8 5170) eat (2), Ag. 0534) 
Op jo Op 
unde termenii superiori din dezvoltarea Taylor Mal fi neglijaţi, deoarece 
Ap şi Ap sînt mici: | Ap| op, lAp|<b.. 
Deoarece oscilaţiile sonore se efectuează [oarte repede și conductivitatea 
termică a fluidelor este mică (faţă de cea a solidelor), căldura nu are timp să 
treacă:'de la un element al mediului la altul, “deci trebuie: presupus că propa- 


garea sunetului este un proces: abiabatic,: adică în timpul propagării sunetului 
nu se face, schimb de căldură. înţre diferitele porțiuni ale :mediului. Această 


ipoteză este confirmată de experienţă, de aceea în expresia (15.34) variaţia 
presiunii în raport cu densitatea, 9p/2p, trebuie calculată în condiţiile unui 
proces adiabatic: 


pt = (22) de = — (2) sui 2a, (15.35) 
d i a a 20 aa 2% | 


15.7. VITEZA UNDELOR ÎN FLUIDE 


Aplicînd legea fundamentală a mecanicii unui strat infinit de subţire 
de fluid, supus forţei rezultante dF = — 2 da-s (fig. 15.8), avem: 
Ey 


-2 | 2 
dm CE = ap = 372 dz = Sdz(2] Su 
ae să Dep 2p 


unde 2p|âz se obtine derivînd (15.35). Prin urmare, 


pă 2 : 
238 = (22) E | (15.36) 
ae dp sd a? i 


de unde viteza sunetului în fluid: 


BEI || ALA NA (15.37 
i J| a] : € 


Atunci (15.35) dă | 
Ap =c? Ap. (15.38) 


Variajiile de presiune Ap = p — pa în unda sonoră sînt proporlionale cu 
variațiile de densitate Ap = p — po ale fluidului, constanta de proporționalitate 
c2 fiind pătratul vitezei de propagare a undei. | | 

Reamintindu-ne de modulul de compresiune 


IK = 0 pe pe (15.39) 
aV p dp 2V p 2p 2p S; 


ra) ef), 
2V. ad dp ad 


unde aa este modulul de compresiune adiabatică, putem scrie formula 
vitezei astfel: | a) | 


C == | IE sai (15.40) 
e 


4 


Variația de presiune (15.35) se poate scrie acum astfel : 


ia € 7 ARII O 
Ap = D — Po = cAp =— aa = — aa 2 . (15.41) 
dz dz 


Variaţiile de presiune și de densitate ale fluidului sînt proporționale între 
ele şi sînt mazime acolo unde deforinația mediului este mazimă. 


Pentru unda plană progresivă neatenuată 
Ap = Ap = Ka A = pac, (15.42) 
e a: 
adică variaţia de presiune Ap este proporțională cu viteza particulelor. 


Viteza sunetului în lichide . 


9 c E jzot 

i în. 2! A [m/s] (10 Nm2] 

apă 9 „a 1407 - 7 2,04 

petrol d. ii: 1» SI 1,45 
Mercur 20 1 451 26,2 
alcool etilic 20 | 1177 1,3 


15.8. VITEZA UNDELOR ÎN GAZE 


15.8.1. VITEZA SUNETULUI 


Iniţial, Newton a presupus că procesul de propagare a sunetului în gaze 
este un proces izoterm, care se produce la temperatura gazului. Atunci, folo- 
sind ecuaţia: Boyle-Mariotte a transformării izoterme, So Usa uşor modulul 
Kizot : iza fe | 


da = const, MEA -- In y — In const, IP aie = 0, 


e SERII „ANA tm) =p. (15.43) 
dV: A, Ă V dV izot 

Modulul de compresibilitate izotermă al gazelor este egal cu presiunea 
gazului , 

Viteza sunetului ar fi atunci c =/ PIB. Experienţa însă intirmă categoric 
această formulă. Laplace a dat o explicaţie corectă, considerînd că procesul 
de propagare a sunetului este adiabulic şi nu izoterm. 

Folosind ecuaţia transtormării adiabatice a lui Poisson 


pVY = const, y = GpIC, = cele, (15.44) 


unde y este exponentul adiabatic, egal cu raportul căldurilor molare sau spe- 
cifice la presiune şi volum constant (y > 1; pentru gaze biatomice y = 1,40), 
putem calcula medulul adiabatic Kaa : | 


Inp-+yln V =In const, IP app 0 (15.45) 
| p 
dp p. 
i afl IN OREI 0 pă = vKizot 15.46 
(5), pă i y ad —YP > YViiizov ( ) 


deci sjiteza sunetului în gaze ideale este (omitem indicele zero la pe şi po în 
rezultatul final) : 


c = re = = co / Io, (15.47) 
| SE II: i; ga 
unde am folosit ecuaţia de stare a gazelor perfecte : | | 
în pu 
V=—RT, ==, 15.48 
p i = (15.48) 


u — masa molară (kg/kmol), R =8 314,3 J/kmol-K — constanta gazelor 


perfecte, « = 


K[-. — coeficientul de dilatare izobară sau coeficientul 
273,15 


termic al presiunii (izocor). 
Viteza sunelului în gaze crește deci cu temperatura și nu depinde de presiune. 
În aer, la 20*C, c = 340 m/s, iar în apă la 20*C, c = 1480 mjs. 


Viteza sunetului tn gaze (m/s, 0*0) 


aer (uscat) 331,46 || NE, - 415 : 


CO, 260 Na 333,64 
H, i 1 286 CH, 430 
0, 315 i 


15.8.2. VARIAȚIILE DE PRESIUNE. ȘI DE DENSITATE 


Din (15.45) rezultă pentru variaţii mici E = E..7 căci p = =): 
| L p y 
A A 
= AER al (15.49) 
Po Po 
și în particular pentru o undă progresivă : 
A A 
EL sati Ea bip (15.50) 
Po Po C 


15.8.3. VITEZA SUNETULUI ŞI VITEZA TERMICĂ 


Reamintindu-ne de viteza pălratică medie (viteza termică) că: a moleculelor 
unui gaz: 


arma Ze ser - (15.51) 
p 


putem scrie pentru viteza sunetului în gaze : 
Cc = | = “dp <br, C> — bp =0,58u7, (15.52) 
pu [3 3 e ei ie 


0,58 up 0 UD digi 


Pentru gaze monoatomice y = 5/3, “deci c 2 0,75 vz; pentru gaze biato- 


mice (aer) + = 7/5, deci c =0,68 wm; pentru gaze poliatomice c se „apropie 
de 0,6 vr. 


15.9. DXNSIIATRA DE ENERGIE A UNDEI 


Energia cinetică a eul care oscilează raportată ia unitatea de vo- 
dm 1. 


1” A AI Sau 
Am calculat în capitolul 12 energia elastică de deformare pe unitatea de 
volum (nedeformat) :. ză 


a, ze (bară); up = (Ap)? (fluid). 


Ținînd seama de expresia vitezei undei elastice c? = E/pe (15. 27) sau c = 
= Kaaleo (15.40), de expresia deformaţiei e = —ole (15.16) şi a variaţiei 
de presiune Ap = pscv (15.42) în unda progresivă, energia elastică (poten- 
ţială) de deformare pe unitatea de volum devine: 


(15.53) 


deci otinetăe cu energia siettat-. a unităţii de sd Prin urmare, energia 
cinetică şi cea potenţială a undei plane progresive variază în concordanţă 
de fază, spre deosebire de cazul oscilatorului armonic individual. , Energia 
totală pe unitatea de volum va fi atunci: 
dW 
dV, 


În cazul undei plane monocromatice : 


= = pont = (Ap). (15.54) 
PoC 


10 = po42a? sin? (ot — kz), (> — Po02A4?, (15.55) 


Densitalea de energie « undei esie proporționulă.cu pătrulul amplitudinii 
de oscilație a purliculelor și cu pălratul frecvenței (şi cu densitatea mediului), 
Ca ordin de mărime, Bette sunetele obişnuite în acer: 


j » a Î 3 A ia 
<w> Si Pol wo — 3 ES erau So m ed 105 se = 2,5.10'5—. 
| Bo. 2 m? 


15.10. FLUXUL DE ENERGIE, 
INTENSITATEA SUNETULUI 


Propagîndu- se, unda senoră pune în mișcare oscilalorie noi și noi parti- 
cule ; în faţa frontului de undă mediul este în: ropauis: în timp ce în spatele 
îr ontului de undă particu ele me- -: 
diului oscilează ; prin urmare 
unda lransporiă energie. Acest 
transport (iranster) de energie 
nu este însoţit de un transport 
de substanţă, deoarece particu- 
Jele mediului execulă în timpul 
propagării undei numai oscilaţii 
în jurul poziţiilor tor de echilibru, - „Fig. 1549 


4, 10. 1. SEES, DE ENERGIE 


Să calculăm că plitolea de energie incas tală de unda progresivă în- 
tr-un timp dt printr-un element de suprafaţă d$, aşezat perpendicular pe 
direcţia de propagare a undei, După trecerea timpului di vor fi excitate în 
faţa elementului dS, toate particulele cuprinse într-un cilindru cu baza dSy 
și înălțimea cd (fig. 15.9); prin urmare: 


CW = wdS, cdi= md Seal. 


Fluxul de energie reprezintă energia care trece prinir-o suprafală oarecare 
dată în unilatea de timp (se măsoară în J/s = W).. 
lfluxul de cnergie elementar prin supraiața elementară d$ va fi deci 


de = zi was e Ce Sea (15.56) 


FE 438) 


de unde deisilalea [uzului de energie, adică fluxul de « ener gie PE unitatea 
de arie aşezată perpendicular pe direcția de propagare : 


y | ADI ca i 
i e => 00 = Po? —— ( dă „1 =, [i] ——— (15.57) 
da 5 Poc m*j 


15.10.2. INTENSITATEA SUNETULUI 


Valoarea medie a densității fluzului de energie se numește intensitatea su 
nctului (sau a undei): 


L . RA 2 1 2N ] a i - 
ret (i) = poe 0?) = patit, = C(Ap)y = (Ap) (15.58) 
Pac PoC 
[1] =1 W/m? în SI, 


unde am introdus valorile efective : 


le î def in 
pulii! Cui> (Ap) = /Câ5:> 5, (15.59) 
Vom numi presiune severă valoarea efectivă a varialiei de presiune: 
det | an 
= = (Ap) = C(Ap)> da Pe = PotVer- (15.60) 
Atunei intensitatea sunetului : 
R ha | | ul 
i = PoCliet pt == DsVer (ps == PoCber)- (15.51) 
Pac 


În cazul undei plane monocromatice : 


7 p 
2 2 d rea 2 bă irc 
I ai Pot A? sia PoCPmaz = Pul Ver (Ap)mas zilei (15.62) 
2. po pol 
Intensilatea sunetului este proporțională cu pătratul valorii efective u vitezei 
. i i * 
de oscilație a particulelor sau cu pătratul presiunii sonore. 
Ca ordin de mărime pentru sunetele obișnuite : 3 


] = Coe m 2,5 10 340 n tii 103 w/ ni”, 
ms 


.340 22 .10-5 m-2m102s501 2 Nm, 


15.11. ANALOGIA ACUSTICO-ELECTRICĂ 


Prin analogie cu mărimile caracteristice curentului alternativ, produsul 
psc = Ra se numește rezistență. (impelanță) acustică (în kg/m”- s = N-s/m?). 
Viteza particulelor v corespunde intensității momentane i a curentului, iar 
variaţia de presiune Ap corespunde tensiunii alternative ue, Intensitatea 
sunetului 7 corespunde puterii (medii) Pa curentului alternativ. 

Pentru aer în condiţii normale: 


lia = Pol = 1,098 ES 334 A = 428 N-s/m2. 
m 8 


„Analogia acustico-elccirică 


PR RR tt O A a a te tea a oa 


Mărimi acustice Niărimi electrice 


viteza p, [m/s] intensitatea curentului i, [AJ 
variaţia de presiune Ap, [N/m:) tensiunea u, [V] 
presiunea sonoră p,, ÎN/m*] tensiunea efectivă U, [V] 
i .. N-6 
rezistenţa acustică Ra = | | rezistența R, [Q] 
Ap = Pa0*0 = hab | u= Ri 
Pe 2 PolDeg = Rabep E U=RI 
intensitatea sunetului 7, [WY /m2] puterea P, [W] 
Il = Docvar= be =p bau P= RE= E UI 
Doc | n 


15.12. UNDA SFERICĂ 


În cazul undelor sferice (în mediu lipsit de absorbţie) fluxul de energie 
prin orice suprafaţă sferică (de orice rază) cu centrul în sursă este constant, 
egal cu puterea sursei :. 

d = (densitatea fuxului)-(aria sferei) = const, 
de unde densitatea fluxului de energie trebuie să fic invers proporţională 
cu.aria sierei deci cu pătratul distanţei pînă la sursă. Prin urmare, în cazul 
undei sonore sferice, iitensitatea sunetului, variază invers proporțional cu, pă 
tralul distanței pină la, Sursă. Per EN 

- Cum densitatea fluxului de energie a. “undei monocromatice este DrOpor- 
țională cu pătratul. a mplitudinii, rezultă. că amplitudinea undei sferice: mono- 
cromatice trebuie 'să fie invers proporţională cu distanţa pînă la centrul un- 
delor sferice, "Rezultă « că elongaţiile particulelor. în unda, sferică progresivă 
monocromatică sînt : 


“it 200 oda PE 15.63) 


unde r este distanţa pînă la sursa undelor sferice. 


15.43, UNDA DE ŞOC DR N IL E 


Dacă un corp “(lonţ, avion supersonic, chiar o navă pe santal apei) 
se desi laiseauiă într-un fluid 'cu viteză mai mare decît viteza undelor (sune- 
tului), atunci apare așa-numita undă de şoc. . 


În adevăr, dacă la un moment dat corpul se află în punctul 4 (fig. 15.10), 
după trecerea timpului [, corpul se deplasează în punctul B cu AB =vf, 
iar frontul undei emise în A va avea raza AC-=ci <ovl: Frontul undei va 
avea forma unui con cu viriul în corp şi semideschiderea e, dată de 


EEE 1 PN II e (15.64) 


“vip 
SPA = Cv 


Fig, 15.10 


Virlul undei de șoc (virful conului) se deplasează cu viteza v a corpului, 
iar suprafața lulerală a conului se deplasează pe direcția normală la genera- 
toarea pull cu vileza car i 


= “3 EA erele pet ă 
eat 0 N a Doe SE Cattua, 


15. 14, INTERFERENȚA * 

Dacă î În; micii asistă. mai. iulie surse: „de, cs adi atu iat în cnd se. înă 
pagă mai multe „procese ondulatorii . și particulele, mediului sint sulicitate 
simultan la mai multe mișcări oscilatorii. După cum arată . experienţa, elon- 
gația rezultantă a par liculei se compune vectorial din clohgațiile produse 
separat! și independenl de fiecare oscilăţie. Acesta este: principi Suprapunerii 
(superpoziţiei): umdelor, adicăca suprapunerii independente: â' proceselor: ondu- 
latorii sau oscilatorii. Două unde. „tree una..prin cealaltă“ fără. a se-perlurba 
reciproc. Principiul, suprapunerii. este o consecință matematică ă linigrității 
ecuaţiilor 'diferențiale care descriu procescle ondulatorii (suma mai multor 
soluţii ale ecuaţiilor liniare este de asemenea o soluție). Desigur; ecuăliile 
diferențiale liniare Fa io zi doar 0 primă ; ApeoeiimAe a proceselor din 
mediile reale. E i 

Fenomenul suprapunerii undelor, cu întărirea sau slăbirea ia alia a 
oscilaţiilor, sc numește interferen/a,: undelor. -. : „...: 

Interes deosebit îl prezintă cazul a două surse care osutjezizăt « cu aceeași 
frecvență și au diferenţa de fază a oscilaţiilor constantă ; asttel de surse se 
numesc coerenle. În acest caz, tabloul de interferenţă este sfalionar, ampli- 
tudinile oscilaţiilor în diferite puncte sînt constante în timp. | 


Fie două surse coerente S$,, care oscilează în fază și un punct P situat 
la distanțele ri, de surse (fig. 15.11), Elongaţiile E, produse de seca, undă 
şi presupuse pe aceeași direc lie se adună,.alunci,:. algebric : II, 


E E Ea = A cos(ot—'kr) F As cos(col să ia (15.65) 


Analog calculului de la $ 14.3, amplitudinea rezultantă va fi: 


A == ATF AZI SA Aa cos. i (15.66) 


Mărimea amplitudinii rezultante: depiride de diferenţa de fază Ap = 
= K(ra— 7) sau de diferența de drum Ar == rr a celor doră oscilaţii 


PE, 2 Iau 


v 


„Fig 15.11 .:. RI, Es 


care se : suprapun. stia ada rezultantă este maximă cînd diferenţa de 
drum seste un multiplu + înticg de lungini;:ce undă sau un multiplu. par 
de, semihinde, „(adică. de jumătăţi de lupgime de undă) : rs 


PA îi : see e Moat 
A = AF As la = = 2n ră ca întreg, (15.07) 
Și. i iată cînd diferenţă de, drum eslie uh a a iii arde semiunde: 
Sa ati , să 


ja — A i re = = A Di n — întreg. „ie „a 5.68) 


[dă ai Saitama spbiaiRise: pa teza PE Pi ie i 
E batet d dati LALA .. Ei : [i i 


Dacă amplitudinile. ce bule, sînt sani sieităale: se id la, Zero... 
„Fenomenul ..de, interlerenţă este frumos. ilustrat; de. undele de, suprafaţă 
care se formează pe apă la aruncarea simultană a două pietricele, la o anumită 
distanță între ele. 


15.15. UNDELE STAŢIONARE 


Un caz interesant de interferență este suprapuner că undei incidente cu 
unda reflectată pe aceeași direcție Oz. În general unda reflectată va fi defa- 
zată faţă de cea_incidentă cu un anumit unghi 5,. dependent de condiţiile 
fizice ale reflexiei, și va avea amplitudinea mai mică, deoarece o ;parte din 
unda incidentă este transmisă mai departe în mediul al doilea. Considerînd 
pentru simplificare amy.litudini egale, elongaţia rezultantă va fi : | 


Ea, D= ces (ol — haz) 4 A cos (ot + ja UB 8) = 
[a] 
= 2A-cos (i ci 2 ]:eos[ at + = 


—_ 


sau cu ajutorul reprezentării complexe : 


Ea, D= Aeitot-az) + Aeitortzz+B) = Aeltot+B/2) (e-iteztB/2) 


+ ENEA), cae 2A cos ( la + L pete zu 
9 . . 
sau elongaţia reală : 


&(e, D) =24A cos| fa II î]-eosl ol te = 4 cos( a “pe =). (15.69) 


Se obține astfel o undă staționară (fig. 15:12). Pentru unda staționară este 
caracteristică separarea fazei wt—kz de la unda progresivă într-un factor 
sinusoidal spațial și unul sinusoidal temporal. Fiecare particulă oscilează 


armonic, sinusoidal, contorm factorului temporal cos(ot+ 6/2), dar cu 
amplitudinea A” variabilă de la punct la punct, conform factorului spaţial 
A' =2A cos(kz + 6/2), spre deosebire de unda progresivă (plană neatenuată) 
în care particulele oscilează cu aceeaşi amplitudine, 


8 


-) = 41 amhlitudinea este maximă, 


_ 


În punctele pentru care cos ha + 
egală cu 24 (sale sau pa Haar) n puatele Dealu care cos fu a B 3] =o 


aniplibuăiaiea cate nulă, particulele de acolo sînt permanent în repaus foci), 
Distanţa dintre două ventre sau două noduri succesive este dată de 

condiţia : 

ia Ag =kAz =, Ars. (15.70) 


“În fig. 15.12 sînt reprezentate elongaţiile particulelor în cinci momente 
succesive, la un interval 7/8; în momentul 3 din figură toate particulele 
trec simultan prin poziţiile lor de echilibru. | 

Particulele situate între două noduri vecine fina) oscilează toate 
în fază : toate se depărtează sau se apropie de poziţiile lor 'de echilibru, trec 
simultan prin poziţiile: de echilibru şi simultan îşi ating elongațiile maxime 


Tig. 15.12 


(amplitudinile). La traversarea unui ncd laza oscilaţiilor se schimbă cu 7 
(amplitudinea schimbă semnul), spre decsebire de unda progresivă în care 
faza variază în med continuu de la prnet la punct, 

Pentru deformația relativă în unda staţionară avem : 


”* 


e(sau ) > — —2KA sin (kz + 6/2) ces (ot + 8/2), (5.70) 
e Dn 


adică amplitudinea deformaliei este mazimă în noduri și nulă în venire. 

De exemplu, în unda staţionară longitudinală comprimările și rarelierile 
au amplitudinea maximă în noduri. Anume, de o parte și alta a unui nod 
particulele se mişcă în sensuri opuse, pe cînd înir-un ventru particulele se 
mișcă în același sens. 

Variația densităţii și presiunii într-un fluid într-o undă staționară lon- 
giludinală are amplitudine mazimă lol în noduri : 


Ap =— o = 2 FA po sin (ka —- 6/2) cos (ot + 6/2), Ap=c“Ap. (15.72) 
zi 

Pe suprafaţa pe care se produce reflexia se formează un nod, dacă me- 
diul pe care se reflectă unda este mai dens decit mediul în care se propagă . 
unda. În acest caz, unda îşi schimbă prin reflexie faza cu fi = e, astiel încît 
elongaţia își schimbă semnul și prin compunere cu clongaţia incidentă rezultă 
un nod, altfel spus, unda pierde prin reflexie o jumătate de lungime de undă 
1/2 (corespunzător defazării cu f ==3). 

În cazul reflexiei pe un mediu mai puţin dens, faza undei nu se schimbă 
prin reilexie, astfel încît elongațiile se adună şi se cbține un ventru pe 
suprafaţa de separație. - 

Dacă unda reflectată are amplitudine mai mică decit unda incidentă, 
A, <A, rezultă o suprapunere de undă progresivă și undă staționară, în 
ventre amplitudinea este maximă A-Ă,, iar în „noduri“ este minimă 
A— Aj. ” | | 


15.16. PRINCIPIUL LUI HUYGENS. 
DIFRACȚIA UNDELOR 


Dacă în drumul undei se află un obstacol de dimensiuni comparabile cu 
lungimea de undă sau un paravan cu un orificiu (sau lantă), se observă 
fenomenul de ocolire a obsiacolului de călre undă sau de curbare «i razelor (care 
sînt perpendiculare pe frontul de undă) (fig. 15.13). Acesta este fenomenul 
de difracție a undelor, care împreună cu interterenţa, reprezintă două feno- 
mene tipic ondulatorii. PE. i io a 

Construcţia frontului de undă şi a razelor se poate face cu ajutorul prin- 
cipiului lui Huygens (1690): da i 

Fiecare punct al mediului la care « ajuns frontul de undă constituie'0 nouă 
sursă de oscilații care se propagă înainte. Înfășurătoarea luturor acestor suprafețe 
de undă elementare dă noul front de undă. 

Două orificii mici (sau fante înguste) într-un ecran, atinse de frontul 
de undă, constituie două surse, coerente de oscilaţii, astfel încît în spatele 
ecranului se obline un tablou de difracție și interferență (Thomas Young, 
1802). fe „d 


Undele sonore (cu frecvențele v220 + 29 000 Hz) au în aer (c =340 m/s) 
lungimile de undă A = 2 cm = 20 m, de aceea pentru undele sonore fenomenul 
de difracție se observă iu Că UȘOr pentru apatacal$- obişnuite : oresira des- 
chise, vehicule etc. pasi ma 


! i 
| | | IE | 
| - a» dig s : 
IL. ; Rr : y 
Da „N A RI aici E ZE Me tg as ta | 
a a 5 : de Ia [> Ne 
E ar a i A SR: ase Pta Se 
i DIR ZICE Mu n e see Ie DA 
nt pe sc | E E ca ana 
! |. Aa e ta N ei LA E 
i] N ala a 
a . SI E ta | cal ; i 
ÎL fi j 
| | be ATI 


„Fig. 15.13 - 


Astfel, stînd în cameră, chiar da. un stai superior, auzim uşor. sineta 
de pe stradă, care pătrund prin. fereastra deschisă. La fel auzim Vasbiuea unui 
om aflat în spatele unui autobuz sau unui gard înalt.. pe pt 


15.17, REFLEXIA ȘI REFRACȚIA UNDELOR | 


Unda incidentă pe supralaţa de separație a două medii suferă parțial 
o reflexie. și parţial 0 relracţie. 


19.17.1. REFLEXIA UNDELOR 


Fie o nd plană « cu suprataţa de iiidă AB, care ei ii i siiticaitaţ, sd 
separație (tig: 15. 14). Unda care se propagă din. punctul B ajunge după: un 
anumit timp.t în B', parcurgindidistanţa et = BB':= A B'sin au. În» același 
timp unda reflectată din punctul A ajunge în A', sia ac dl o ) distanţă 
egală : ct = AA' = AB' sinoi, de unde rezultă ai: = au. esa 

ci de reflezie este egal cu unghiul de. incidenţă. 


»Veetorii de undă, incident k, și reflectat: Ai sint SEE în modul : 


ID Rază ateu ,: “0 = =, 3 „a 73) 
a E o A E a EEE a AA 


de 


iar proiecţiile, lor pe, planul de sepăraţie sînt egale : afl 


R, sin &, x. sin 4 (k. E A 4 = zş, a (15:74) 


i TR aaa i 


Introducînd versorul normalei n la suprafaţa de separație, putem scrie vec- 
torial : 


E, xn i xn, (15.75) 
ceea ce  tagi obează și pr oprietatea, că raza incidentă h, şi cea reflectată ki sînt 
în același plan cu normala n. | | 


15.,147.2. REFRACȚIA UNDELOR 


În timp ce unda din B ajunge în B' unda refractală din punctul A se pro- 
pagă în același timp în celălalt mediu în A“, parcurgînd distanţa cat = AA” = 
= AB' sina, de unde rezultă legea refracliei : 


sin « e sin & sin de sina seta. 
a e = 20 a E = const, (15.76) 
Sl &o Co Ca is Ca c 


Din legea refracției rezullă egalitatea a Ned dd tangenţiale (la 
suprafaţa de separație) ale Veobatilei de undă: 


Sin ou = Ka Sin oa = k sin a = const (15.77) 


astfel încît ambele legi a rellexici și a iti se pot scrie sub formă 
vectorială : 


k, x n = xn = X n, kxa = const, (15.78) 


4 (Re = le = ha = cc), 
unde a este. versorul nor malei la suprafaţa de șeparaţie. 


Fig. 15.14 să 


Dacă ce <e,, din (15.76) rezultă a, <a, adică raza deviază loldeaun a 
spre regiunea de vileză de propagare mai mică. 

De exemplu, în gaze. viteza sunetului crește cu temperatura. Vara, la 
amiază, pămîntul este înficrbîntat și temperatura aerului scade cu înălţimea, 
atunci razele sonore deviază în sus şi audibilitatea este scăzută. Seara, pă- 
mâîntul se răceşte și apare o creştere a temperaturii aerului de la ilE in sus, 
razele sonore deviază în jos și audibilitatea este mai-bună. 


15.17.3. REFLEXIA TOTALĂ 


Dacă unda vine dintr-un mediu cu viteza c, mai mică decît viteza cp 
din celălalt mediu, se poate produce pe suprafaţa de separație reflexia totală : 
raza refractată dispare, Pentru aceasta unghiul de incidenţă &, trebuie să fie 
mai mare decit unghiul limită dat de condiţia : 


da =1[2, SID Oa = Cu [Ce z A îi (15.79) 


În realitate, chiar în cazul reflexiei totale, unda pătrunde și dincolo de 
suprafaţa de separație, în mediul 2, dar este rapid atenuată. Dacă însă meaiul 
2 este foarte îngust, urmat din nou de mediul 1, atunci o parte din undă se va 
propagă În mediul 2 os tunel“), 


15.17.4. PRINCIPIUL LUI FERMAT 


Legile reflexiei şi refracției se pot obţine din condiţia ca timpul de pro- 
pagare a undei de-a lungul razei reale să fie minim (principiul lui Fermat) . 
În adevăr, pentru reflexie avem construcţia simplă din tig. 15.15, iar pentru 
refracție, din fig. 15.16 rezultă condiţia pentru timpul de propagare : 

d, de 


În cz min şi d, ig a, + d; tg «. a de 
C, COSA, Ca COS e | 


E 


Fig. 15.15 mata i Fig. 15.16 


nl te ar a cerea 


Diferenţiind ecuaţiile : 


N E i 


d, Sin. . + daSin la: | 
De dara tr 2 dora =0; 
C, COS? di Cp COS? e cos? a,  : COS? Ca 


trecînd al doilea termen în dreapta și împărțind ecuaţiile obținute membru 
la membru, obţinem legea relracţiei (15.76). 

„_. Consideraţiile de mai sus stau la baza unor principii foarte generale și 
importante în fizică : principiile variaționale (al minimei acțiuni) Lagrange, 
Hamilton. | 


15.18. EFECTUL DOPPLER 


Efectul Doppler constă în variaţia frecvenței înregistrate de un receptor R 
atunci cînd sursa S sau receptorul R se apropie sau se depărtează unul faţă 
de celălalt. Nu intervin în acest efect decit componentele longitudinale ale 
vitezelor pe direcţia sursă-receptor și nu cele transversale pe această direcție. 

Fenomenul se explică prin faptul că unda care se propagă în mediu apare 
extinsă sau comprimată după cum se mișcă sursa sau receptorul faţă de mediu. 
De exemplu, dacă receptorul se deplasează în întimpinarea undei, el va înre- 
gistra o frecvenţă mai mare, iar dacă se îndepărtează — o frecvenţă mai mică. 
Asttel, o barcă ce vine în întîmpinarea valurilor sau fuge din faţa valurilor, 
va fi lovită de valuri cu o frecvenţă mărită, respectiv micșorată, faţă de cazul 
cînd. ar sta pe loc sau s-ar deplasa paralel cu valurile. | 

Vitezele se consideră prin convenţie pozitive atunci 
torul se apropie între ele. 

„„ Dacă primul -maxim al elongaţiei, emis de sursă în poziţia S, fig. 19.17, 
ajunge la receptor în poziţia R după timpul î = SR/c, atunci al doilea maxim 
va fi emis de sursă după timpul 7 =1/v în poziţia S', cu SS' =v,T, şi va 
ajunge la receptor în poziţia R', după timpul b = S'R'jc sau la momentul 
T + t, socotit dela emiterea primului maxim. Dar diferenţa de timp (7 -+- î2) — 
— 4, dintre sosirile celor două maxime succesive ale elongaţiei, înregistrate 
de receptor, este tocmai perioada înregistrată 7” = 1/v', deci T -+- ta — h = i i 
şi RR' =v,T'. Din figură rezultă: | | 
PT + of! =c(t — tb) =c(T—T'), 


cînd sursa sau recep- 


i Sp area ae 2 IE Di (15.80) 
Cv, „0 Us 
ct; 


Fig. 15.17 


Aceasta este formulă efectului Doppler. a, 

Dacă sursa sau receptorul se apropie unul de celălalt (0, > 0 sau v, > 0) 
frecvenţa înregistrată v' va fi mai înaltă decit frecvenţa v în cazul repausului. 
Dacă sursa sau receptorul se depărtează unul de celălalt (o, < 0 sau v, <0) 
frecvenţa înregistrată va îi mai coborită. Efectul nu este simetric faţă de 


vitezele sursei și receptorului, fiindcă depinde separat și în mod diferit: de'viteza 
sursei față de mediu și de viteza receptorului fafă de mediu şi nu de vileza 
relalivă a unuia. taţă de celălalt. Pentru viteze mici faţă de viteza Băietului, 
efectul depinde, în primă aproziimație, 'de viteza relativă da e. Sa 7 că 


Pot 8 a CR AR. PI Pa Ev: PA (list Pro [Cc iu i At a E i, 5, 81) 


„Este, ușor. de observat efectul, de E AI la trecâtea | unui tren răpiă 
printr: o gără dacă trenul fuieră, său la tvecerea' prin faţa. noastră a unei 
mașihi sau motocicleie care claxonează. Variația relativă "de frecvență, va îi 
în acest caz: 


Ay 2cv, 
FĂ RINRRE aice PRI, LI (15.82) 


A pri 0 BEE zeita 


Există un, etect analog. şi în cazul undelor electromagnetice (Doppler.— 
Fizeau), dar este simetric în, cele două viteze (depinde de viteza relativă sukșă- 
receptor). De asemenea,,există la undele eleciromagnetice Şi, un lâcţ, Doppler 
transy ersal. (mult, mai, slab). 


n. II 20 Ha RATIU A 2 pă 
Dacă vileza i propagare- d. cailek (viteza a. dp fază)  deptade 5 iaca de 
undă sau de frecvență, e =c(v), se observă fenomenul de dispersie : undele, de 
di ferite :frecvențe. (sau; lungimi de undă) se: „propagă cu.viteze diferite. . 
O undă sinusoidală, infinită în spaţiu şi timp, cu amplitudine coast an băi 
nu poartă nici o: informaţie... Numai semaalele, mărginite în 'spaţiu şi - timp, 
formate dintr un grup: (pachei). de unde 'cu frecvențe w apropiate intre le şi 


Vectori de undă E, apropi aţi: între ei, poartă o anuiniță informiţie (de: exemplu , 
e) sinusoidă întreruptă într-un. anumit ritm): “Datorită : interferenţei undelor 
componente, semnalul esie măr simt în spaţiu şi timo: Masimii amplitudinii 
rezultante, deci: și. al: densităţii. de energie: (pătratică” în amplitudine) se va 
propaga cu:0 viteză, numită viteză 'de” rup Va dle tă. în i general de viteza 
undelor componente. “ cs ii: 


15.19.1. CAZUL A DOUĂ UNDE 


Să considzrăm la. AROSpIt pentru simpliticare două unde de ireevenţe 
ou şi numercie de undă A ka care se propagă în sensul axei Oz. Mazimul 
amplitudinii rezultante se va găsi la. momentul, le în punctul. 2 în care fazele 
coincid (sau diferă : prin: A nm): ii „ Catinca aveai Gong as d sata 


e ze ale =: pă Ca i. >= 03 SĂ — —" katy 


sau 
Ag = Sa e Xa, 593 fi a aa sia ASTI, it ci Kato, == 0. sa ze spyză 
în momentul drmiător pă + di punotiu, i CE maxilnă implinite” se va iz 
plasă în E i dă, (dz nai Da dd), în care fazele de aseme nea coiricidi?i si 
i iti id: Ve e RN Plc, Ce ae e 


DA a e uta. po pică 2. dr) (eră k zeck dz); =0. N A e 


Ținind scama de prima. condiţie, rezultă 
(62 ee00) 007 (e ta dr gal. 
de unde Viteza de grup. 


i : dz _oe— 0. _Ao 405,88) 


„15, 19. 2, "CAZUL UNUL GRUP DE UNDE 


"atei 


Fie acum un grip de: ude "cu icieiiele într-un intervă i mic Ac şi vec- 


torii de undă k înti-un interval tridimensional mic As Maximul amplitu- 
dipii. sau al. densităţii de ensigie (gentrul grupului) se va găși la momentul lo 


în punctul Bg: unde fazele 9 = ot— Er ale: oscilaţiilor componente coincid 
(sau diferă prin mărimi mici de ordin superior), astiel încît interferența lor 
este constructivă și nu destructivă. Aceasta înseamnă că în punctul de maximă 
amplitudine (centrul. de. energie) al. grupului (pachetului), de unde trebuie să 
avem : 

ST e aa RARI a e Ape uitati, e ei 3. i 
la momentul „următor to + dt, centrul grupului sa va găsi deplasat în ro A+ 


+ dr, (dr za 0 „d unde de asemenea fazele coincid : 


sii îs a doo - — DE ALE dr) d d = o. 
Prin „urmare, avem. condiţia, | 


«i da - — di dk = 0 san „au do - — 0, di di: 0. 


ge 


Seriind dezv oltat 


| | 2 DS e | % 
day cei 00 dt A 0 Aky-t 2 AR, = dk = gradpo dă, 
iz i. eg da a ka CR | 


rezultă imediat viteza de grup : 
a FE Fi PoE: lgii E 26: rada ad IE . y Tal i | șa ă 
Aceasta este viteza de grup cit 0ape se: "caplasenaă periput ae energie s Sau: mazimul 
căii iii grupului: IA” puteai 94. E Pta tate fi re Ata a Be A TR RT AD ASA 

Dacă frecvența & “depinde numai de LEI = enedii izotrope), atuari 


dibala de grup ars “Valoarea. ) 


spre: deosebire de viteza de fază c:=o/k: 


Sub altă formă avem (formula lui 
Rayleigh) : 
_de deh) __„sdeh) 


dk dk dA 


i EP RE i (15.86) 
dA 


Dacă viteza de fază c nu depinde 
de lungimea de undă 7, adică în ab- 
senţa dispersiei, viteza de grup v, co- 

_incide cu viteza de fază c ; forma gru- 
pului de unde nu se schimbă în timpul propagării, pachetul de unde sau sem- 


nalul nu se deformează. Altfel, în cazul dispersiei, forma semnalului se schim- 
bă, datorită vitezei diferite de propagare a undelor componente. .. 


Fig. 15.18 


-15.19.3. INTERPRETAREA GEOMETRICĂ 


Se poate da o construcție grafică pentru viteza de grup (fig. 15.18): 


OB = AC — DC =c— BDtga ea =. 


Se vede și din construcţia g grafică, fig. 15.18, că intervalul de lungimi de 
undă (sau de frecvențe) ale grapului de unde trebuie să fie suficient de 
mic, pentru ca viteza de grup să fie bine definită. 


În cazul dispersiei normale, cînd undele mai lungi se propagă mai re- 
pede decit cele scurte (cazul din figură), dispersia ded > 0 şi o, <c. 

În cazul undelor sonore, viteza de fază practic nu depinde de frec- 
ventă de aceea dispersia sunetelor este neglijabilă. 


15.20. UNDELE DE SUPRAFAȚĂ | 


La suprafaţa apei (lichidelor) iau naștere binecunoscutele unde de supra- 
faţă. Experienţa arată că la amplitudini nu prea mari traiectoriile particulelor 


de lichid sînt circulare. Particulele de la suprafață descriu cercuri cu razele cele 
mai mari, iar cele din profunzime descriu cercuri cu raze din ce în ce mai mici, 
De aici rezultă imediat, prin construcţie grafică, forma undei de suprafaţă 


(îig. 15.19), care nu este sinusoidală : v îriurile (dealurile) sînt mult mai ascuţite 
decît adînciturile (văile). Amplitudinea undei este egală cu raza cer cului de- 


scris de particulele de lichid. 
a) Se poate arăta că pentru undele foarte lungi (de exemplu, silly cînd 
i > h, Q = 100 km), unde h este adincimea apei, avem 


BNR i e masa (15.87) 


Fig. 15.19 


Pentru undele de suprafaţă obișnuite (î <h): 


pe E ad 


c -|2 + RE o — tensiunea superficială, (15.88) 


pA 
unde primul termen reprezintă contribuţia forţelor gravitaționale, iar al doilea 
contribuţia tensiunii superficiale în restabilirea suprafeţei orizontale de echi- 


libru a lichidului. E 
b) Pentru undele marine obișnuite predomină primul termen, contribuţia 


forțelor capilare fiind neglijabilă : 
E | 4 SPRE 
Cc = | Dr Va (15.89) 
de exemplu, pentru T =10s,c = 56 km/h, A =156 m. | 
c) Dimpotrivă, pentru undele cu A < h, AS 1 cm), predomină al doilea 
lermen : undele capilare („încreţiturile“ la suprafaţa apei) : 


--  ÎI276G 
= | 9 (15.90) 


Viteza (15.88) are un minim cînd cele două viteze (15.89) şi (15.90) sint 
cgale între ele: - a. 32 


Pip BEI 
Sg. 6 

Cin =="N/ pentru A 22. 15.91 

emo pae II ant 

Pentru apă (fig. 15.20): . 20 ai k, 

Pe casa = 023 ms pentru A = 170 em. (15.92) 


Undele de suprafaţă manifestă net fenomenul de dispersie : 

c == f(2) (15.88), caracterizat de dispersia c/d). | 

Pentru undele marine (15.89): v, =c/2 (dispersia normală), iar pentru 
undele capilare (15.90): v, = 3c/2 (dispersia anomală). .-. 


"15.21. ABSORBȚIA UNDELOR | 


:.. În. procesul. propagării. undelor are. loc totdeauna 'o transformâre ire- 
versibilă (disipare) a energiei sonore, adică a energiei mecanice a oscilaţiilor 
ordonate ale particulelor, în energia internă a mediului (căldură). Din această 
cauză; se produce absorbția sunetului, adică intensitatea undei scade treptat 


339 


Fig. 15.20 


pe măsura propagării ei. Pe o porţiune infinitezimală dz, (fig. 15.21): amplitu: 
dinea undei A scade cu o cantitate infinitezimală proporţională cu porțiunea 


de mediu parcursă dz şi cu amplitudinea A 


„sau altfel spus, scăderea relativă a amplitudini 
„.—dAȚA este proporţională cu grosimea dz a 


st ratului străbătut: | 


dA = —xA dz, E = —x dz, 
A 


(15.93) 


„unde x este consiania 'de alenuare:a amplitudi- 
ni, [n] = Lo = m: Prin integrare rezultă : 


"Aria, Ai es: ie (10.04) 


unde 4. este amplitudinea la 2 =0 şi z este distanța străbătută de undă. 
Prin urmare, amplitudinea scade exponențial cu distanţa parcursă. 

Pe o distanţă 5 =1/x, numită lungime de alenuare, amplitudinea scade 
de e 2 2,718 ori. 

Intensitatea undei fiind proporţională cu ampliludinea la pătrat, se va 
atenua după legea: 

I = Ig et, (15.95) 
unde 2x este coeficientul de absorbție sonoră al mediului. În tluide acest coefi- 
cient depinde de viscozitate (îrecare internă) şi de conductivitatea termică, de 
asemenea de frecvenţa sunetului și densitatea mediului. De exemplu, la lichide 
x ve, iar la solide x ov. 

Ecuația undei plane monocromatice, într-un mediu absorbant devine 
acul ; ME | 
(7, D) = Ave %7 cos (ol — ka). (10.96) 


În cazul propagării unui grup de une (semnal), forma sa la sosire poate 
diferi de original, din cauza atenuării diferite a undelor componente, 


Constantele de: atenuare y. în 103 m! 


„Frecvența. v, kHz : 2 


ac, 200 0,3 | 1,0 | 38 | 34 1145 | 22 


Pentru îjeavene, mari, v 10 MHz, avem penlru apă la 20C: x = 
sa 10-%5..52, Pentru 'y-: 10 MHz avem pentru. gel: x =5 m și pentru 
sticlă % 2205 ML, 


PROBLEME 
15.1. Ecuația unei unde sonore în aer este 
E(z, 6) = 1072 cos 2r(340 1 — s). 


Să se calculeze ! a) frecvenţa, lungimea de undă şi viteza de propagare a, “sunetului ; : '») Ampli= 
tudinea variaţiei relative a densităţii aerului şi a presiunii în unda Sonoră ; c) Intensitatea 
sunețului,. ştiind densitatea. aerului p.= 1.3 kg ms... Aaa 


R. a) v = 340 Hz, A = 1,00 m,c= 340 m/s; 


») (22) = A —"6,3-10-3, (22) =r [72] = seo: 
Ps Jn c Po În Po /m 


€) r= 2 Rofeo2 A2 => 0.10 Wim? 


13.2. O undă sonoră cu lungimea de undă A = 44,3 cm se propagă în acr aflat în con- 
diții normale (op = 1,29 la/u?, c = 331m/s). Amplitudinea de vibraţie a particulelor 
A = 1,00:10%5 m. Să se calculeze: a) variația efectivă a densităţii acrului; b) presiunea 
sonoră + €) intensitatea sunetului, | 


- A ks 
LLă a) (Ap) = Vă — pa = 13:1075 —; b) ps => ct(Apher = 14 NimE; 
A m? 


c) 1 = p2/ Ra = 0,33 W pin. 


“Fig, 15.22 . -: 


15.3. Un avion cu reacţie zboară cu viteza constantă v = 500 m/s la altitudinea h = 
= 6.8 ki. Care este forma frontului undei do şoz produsă de avion ? La ce-distanță de o 
casă sc află avionul în momentul cînd goamurile casei încep să vibreze? Viteza - sunetului 


c= 310 m/s. 
R. Con cu semn:doschiderea e, sin & = c/o (fig. 15.22), 
d = holc = 10 km. 


15.4. Să se calculeze indicele de refracție a sunetului la suprafața de separație acr-sticlă, 
cunoscind densitatea sticlei p = 2 600 kg/m*, modulul de elasticitate E = 7-10% Nm? şi viteza 
sunetului în aer c = 340 m/s- NE o 


E. nz=ec Ve = 0.065. 


15.5. Stiind viteza e, a sunetului în aer la 0*G, să se calculeze timpul de propagare a sune- 
tului în aer de la sol pînă la o înălțime k, dacă temperatura variază liniar pe această distanţă 


de la T, la T, după legea T=a— by? 


R. =] - To are sn 2. | 
: Co Ti Ta. > de dp 


Pi 


13.6. Să se calculeze densitatea de energie cinetică, potenţială şi totală medie într-o undă. 
staționară E, î). = Acos(ir+f)cos(ot +a). ză 


R. 0, = — Poco?42 cos? (kx 4- ) sin? (cot da), 


= 


» Poe? 42 sin? (kr4-f) cos? (ata): <i> = Pot A2.=, const, | 


1 
2 


Da DD SS IP e NIN Oe dm 


15.7. Un observator fix ascultă sunetele emise de dovă diapazoane identice de frcevenţă 
y = 1000 Hz, dintre care unul se depărtează, iar celălalt se apropie de observator cu aceeași 
viteză. Observatorul aude bătăi de frecvenţă v, = 10 Hz. Care este viteza diapazoanclor. ducă 
viteza sunetului este c = 340 m/s? 


R. o = cv 2 = 17 mis. 


15.8. O sursă de frecvenţă v = 1,00 kHz se mişcă pe normala la un perete, cu viteza = 
= 3,4 m/s. Viteza sunetului în aer c = 340 m/s, Un receptar este așezat pe aceeași normală 
la perete: a) intre sursă și perete S—R—P ; h) în exterior R—S-P: c) fixat solidar pe sursă, 
Să se calculeze frecvenţa bătăilor înregistrate de receptor. 


a A 2v == 20 Hz; 6) vw=v A 2v D= 20 TI, 


R. a) 0; b) Vy, = 
c2— c rw ec 


15.9. Pe normala la un perete se află o sursă sonoră de frecvenţă v = 1,00 kHz şi un re- 
ceptor. Dacă peretele se depărtează cu viteza. v = 1,0 m/s ce frecvenţă a bătăilor inreșistrează 
receptorul ? (Viteza sunetului e = 340 m/s.) 


a 2 = 5,9 Hz, 
c++ov c 


15.10. -Pe v axă se află o sursă de sunete de [recvenţă y = 1,00 kHz care asciiează de-a 


N, Vy = 2v 


i rad 
lungul axci cu frecvenţa unghiulară & E iii şi amplitudinea A = 10 cm. Ce interval de 


s 
frecvenţe aude un observator fix situat pe axă 2 (Viteza sunetului c-== 340 m/s.) 


mei Ata 200 nai 202 e 30 Bia 
1 = (o4A fc e 


15.11 Un tub OA se rotește într-un plan vertical în jurul unel axe orizontale prin O, cu 
viteza unghiulară 9 = const, În tub se află o bilă grea fixată printr-un resort de capătul 0. 
La t = O tubul este orizontal, bila în repaus și resortul neîntins de lungime 4. Să se afle legea 
ae mișcare a bilei faţă de tub şi frecvenţa de rezonanță, ştiind frecvenţa oscilaţiilor libere o ale 
bilei pe resort pentru tubui orizontal fix (se neglijează trecările). 


Rp (02 — 02 cos Vai S:-0)-+ I— (sin O = — sin Vo— 9. 1) 
(-] 


2 — 2 692 — 202 23 A 


” 


1 
pentru O<o; = ot Ji + ——Zo090l? — Rs sin ol, 
& 2 co? 


petru O=0; Ore = oNV2. 


SISTEME ACUSTICE  . : 


-. 


„Sistemele. acustice, sînt. sisleme .oscilanie, cară generează '-undă sonore, 
precum coarde, membrane, plăci vibrante, tuburi sonore, sau receptoare de 
sunete, Urechea omenească este un receptor exceplional, el analizează sunetul 
ca un aparat “spectral, 'descompunîndu-l în spectrul oscilaţiilor armonice 
Simple (spre deosebire de ochiul omenesc). . .. sit aa 


E - E 


„ea 161, COARDA VIBRANTĂ. 


„iu + 181,1, VITEZA UNDELOR TRANSVERSALE. 


Să studiem vibraţiile transversale ale unei coarde întinse de o forţă F. 
Vom presupune că osciiațiile tuturor punctelor coardei se produc într-un 
același plan fix, pe care îl alegem plan OzE (fig...16.1). Presupunera coarda 
elastică, omogenă şi absolut flexibilă, adică tensiunea: F este tangentă la 
coardă (fără forţe transversale), adică este valabilă legea Hooke. Negiijăm 
forţele de trecare cu mediul exterior și neglijăm greutatea proprie a coardei. 

Considerăm numai oscilațiile mici, astfel încît coarda deviază foarte 
puţin de la linia dreaptă Oz. Atunci unghiul « dintre tangenta la coardă și 
axa Oz va îi mic: 


uta, D =tgaza, sina, cosa 4 |. (16.1) 
az 


Să considerăm un segment infinitezimal (elementar) ds de coardă de masă dm. 
Deoarece punctele coardei se mişcă transversal, nu avem acceleraţie şi forţă 
în direcția Oz (în cadrul aproximaţiilor făcute), de aceea : 


I cosu' — Foosa =0, cos 1, cosaz l-a Fi, (16.2) 


adică în primă aproximaţie tensiunea este aceeași de-a lungul coardei (inde- 
pendentă de 2). La fel, lungimea arcului ds coincide în primă aproximaţie cu 


dr, deoarece dz z ds cosa 2 ds, deci și densitatea ia co aceeaşi în primă 


aproximaţie. 
Pe direcţia transversală forța rezultantă asupra cementului dm este 


Fi sina! — Fsin a-i F(a' ei Adi re (e. di d: — o|- 
a ca za : 


se se mt Oa a e e iPiai can 0 AN ua Er CSA Perii | 
=F—ferde, D—5 Dl=F—— 50, Ddr=Ef = FA 
ax iti fie a DEN, ke Pa 


ză 


Fig. 16.1 


] za , 
RD î 4 „3 ALL Pe E St, 
! . "d. ți . 


şi conform ecuaţiei fundamentale a dinamicii 


pi d, | ap | 
d: anca dt 7 Ei pala SE 
i: A 20 îi 


de unde rezuită cect iaiiia diferențială a Ara ţiilor tpamaceretila pă poapăi 
jibere, ecuaţia binecunoscută a undelor : - 


i £ = 3 
LA ee | (16.4) 
Ci ae EA 


 ș Z e, a Sa A i Ea o. 8 5) ă aa 


unde c este deci viteza adie transversale în coardă (ep, =pS — densitatea 
liniară a. coardei). Expresia ei este analoagă vitezei undzlor elastice într-un 
solid (e, ij Ela cu = /âIp) sau într-un fluid (c = / Raalg !9), în particular 
în gaz (c =/7ple), rolul modulului elastic: îl-joacă acum. tensiunea elastică o 


din coardă. 


16.1.2. FRECVENȚELE PROPRII 


Ecuația undelor (16. A) admite ca soluţii ațit unde pro zresiye, cît și unde 
, Li aa AL d 15 - 


staționare: * ii | & ii Sat 


mea 3 ai Ia 


vite fi aie îi A.costke + îti dia «aa ca. OB 


În adevăr, derivatele parţiale sînt 


028 i 0:£ wo 
—— = — 0, — = —k, dare =—, 16.7 
at E az? : k ( ) 


și ele verifică ecuaţia undelor (16.4). Constantele A, g şi f se determină din 
condiţiile iniţiale şi la margine (pe frontieră). 


De exemplu, pentru o coardă fixată la capătul : tr =0 trebuie să avem 
acolo permanent £(0, î) —0, adică un nod, de aceea 


E(z, E = AA sin kz-cos ol. (16.8) 


Prin alegerea factorului spaţial sin kz, condiţia pentru capătul 2 =0 este 
automat verificată. 
Dacă și celălalt capăt a =1 este fixat (nod şi la acest capăt), atunci: 


E(, D) =0, sinhl=0, fHl=nz, In, neN, 


c ; 
V = Fra == N Ww=-, (16.9) 


Lungimea corzii cuprinde un număr întreg de jumătăli de lungime de undă (de 
semiunde). 
Frecvenţele v, se numesc frecvențele proprii ale corzii. Frecvența v, = 


c i ă i e eee 3 
Și este frecvenţa fundamentală (prima armonică) ; frecvențele v,, 


n > Î, sînt frecvențele armonicilor superioare, egale cu un multiplu întreg 
al frecvenţei fundamentale (fig. 16.2). 


Fig. 16.2 


- Undele staţionare sînt în realitate totdeauna piciul la du din cauza frecări- 
lor cu mediul exterior. Da DR 

O vibraţie arbitrară a corzii reprezintă o SUPE p unere a vibraţiilor proprii, 
cu anumite amplitudini și faze initiale. 


16.2. TUBURILE SONORE 


Analog coardei vibrante, ș și în cazul tuburilor sonore avem un şir infinit 
de vibrații proprii. Frecvenţele proprii se obţin din condițiile la margine. La 
tuburile sonore obișnuite excitarea undei: istaţionare în coloana de aer se 


face la un capăt al tubului cu ajutorul unei lame pusă în vibraţie prin suflarea 
aerului, prin urmare la acest capăt avem un ventru și ecuaţia undelor staţio- 


pare va fi alunci: 
(az, î) =Acoshrcosol. (16.10) 


Celălalt capăt al tubului poate fi inchis (tuburi sonore închise) şi acolo se va 
forma atunci un nod, sau deschis (tuburi sonore deschise) și atunci se va forma 
acolo un veniru (fig. 16.3). | 


E . 3 


Tub închis Tub deschis 


Fig. 16.3 
La tuburi închise: 
T A 
cos ki =0, El = (2n — Di l = (2n— ra ne N, 


c 


Cât CGI 


- y =(2n — Bă = On — Dv, mw = 
| a | 
deci lungimea tubului închis este egală cu un număr impar de sferluri de lungime 
de undă AA și se pot forma numai armonici impare : frecvențele proprii sint 
multipli impari ai frecvenței fundamentale. E di e: 
La tuburile deschise: Ă 


+ 


coshl =4 1, ki =nr, jeg 2 ae i neN, 
Va SN NV 16.12 
pitt. a 09) cl) 


deci lungimea tubului deschis este egală cu un număr -par de JA (sau număr 
întreg de 1/2) și se pol. forma toate armonicile. 

_ Frecvența fundamentală a unui tub sonor deschis este de două. ori mai 
mare decît frecvenţa fundamentală a aceluiaşi tub sonor închis., 


16.3. NIVELUL SONOR 


Urechea omenească este un spectroscop care determină intensitatea 
vibraţiilor într-o scară logaritmică şi frecvențele lor (între anumite limite). 
De exemplu, pentru va1 kHz, intensitatea minimă a pragului auditiv infe- 
Tior 1, s 10": W/m? și intensitatea maximă a pragului auditiv superior 
Im 2 10 W/m?, deci un interval de intensităţi &xcepţional de. întins ș 
malo se 10: ! deci 14 ordine de mărime ! Dacă ţinem seama că suprafaţa tim- 
panului este sub 1 cm?, atunci energia incidentă pe secundă, la pragul auditiv 
inferior, este de = 10-15 J ! Capacitatea de a aprecia sunetele ca intensitate 
este de aproximativ AIȚI = 0,25, iar ca frecvenţă de aproximativ Avyh = 
= 0,3 (între 1 şi 6 kHz). | 


16.3.1. LEGEA LUI WEBER ȘI FECHNER 


Conform legii Weher-Feehner variația intensității senzației este proporți- 
onală cu. logaritmul raportului dintre intensilățile respective ale excilaţiei : . 


ÎI e ei ZE i I 
AS = S — S, =h ig-Z sau S— S =kig—-, (16.13) 
Uau I, FA i ad 
Dacă intensitatea excitației creşte în progresie geometrică, intensitatea senzației 
crește în progresie aritmetică. i | 
Deşi această lege nu este riguroasă, ca este mult mai apropiată de reali- 
tate decit, de exemplu, o lege de proporționalitate. 


„16.32. NIVELUL DE INTENSITATE SONORĂ 


De aici rezultă necesitatea de a introduce pentru caracterizarea mărimilor 
electroacustice (în :telefonie, radiodifuziune etc.) mărimi corespunzătoare 
intensității senzaţiei, conforma legii Weber-Fechner. Asttel se. definește nivelul 
de intensitate sonoră L măsurat în beli (B) (după numele lui Bell) sau în neperi 
(după numele lui Neper: o OC. Pe DE o a 

det 7 DE 3. IE pi 
L=lg—în B sau L=In— în Np, (16.14) 
Se , lo - | În 
unde I, este intensitatea de referință. de obicci pragul auditiv interior la 
1 KHz: Jo = 101% W/m?. Practic, se foloseşte unitatea decibel (dB). Cum 
intensitatea sunetului este proporțională cu pătratul presiunii sonore, rezultă : 


def i PI | ae 
310 1g-k 20 lg AA). —20 lg Î+ înaB, +. (16415) 
lo ta (Apoi oii: Deo a 0 NE i a): 


unde presiunea sonoră pg 2:2:10-5 N /m2-:cârespunde pragului intensității 
Io = 10-22 W /m2. Pe oa „Petar pa im gta e pie Simi ia OO ară tie 


16.3.3. NIVELUL DE INTENSITATE AUDITIVĂ (TÂRIA SUNETULUI) 


Intensitatea senzației audilive depinde nu numai de intensitatea sonoră 
a. excitaţiei, ci şi de frecvenţă, fiind maximă între. 1 şi 3 kHz, de aceea legea 
Weber-Fechner (16.13) se scrie astfel: psi 3 n E. 
S(, v) — SUa v) = kw) ge, mm 116,16) 
ei tă : ; SA 00 R A i st , O. Ă E a : 
unde constanta de proporţionalitate k depinde de îrecvenţa sunetului, avînd 
un maxim aproape de 2 kHz, unde urechea are sensibilitate maximă. 


Dacă alegem intensitatea sonoră de referință J, variabilă cu frecvenţa, 
corespunzător pragului auditiv inferior, adică corespunzător lui S(1s, v) =0, 
deci I(v), obţinem formula intensității senzației în funcție de intensitatea 
excitaţiei . 


SU, v'=k0) Ig AN (16.17) 
SE, ov) 

unde 1(y) descrie curba pragului auditiv inferior (fig. 16.4). Normînd con- 
stanta k(v) la valoarea k = 10 pentru v = kIIZ, formula (16.17) definește 
nivelul intensității auditive sau (ăria sunetului în phoni (phon). alb ii: 


fai e ua 
[e 2160 10% 1W/m2 


| 107 


Fig. 16.4 


Prin urmare, făria sunelului exprimată în phoni este egală cu nivelul sonor 
exprimat în decibeli al sunetului de referinţă de 1 kHz care produce aceeaşi inten- 
sitale a senzației auditive. a ae e a 

Phonul este deci unitatea pentru senzația audilivă. . 2 

Un phon corespunde aproximativ puterii de rezoluţie: a urechii relativ 
la tăria sunetului (puterea de rezoluţie în frecvență este Av/y 2 0,02). 

Practic, reglăm intensitatea sunetului de referință de 1, kHz pînă obţinem 
aceeași intensitate a senzaţiei auditive (acecaşi tărie subiectivă a sunetului) 


ma. 


cu cea a sunetului de măsurat. Atunci nivelul sonor în decibeli al sunetului de 
referință (etalonat de exemplu după presiunea sonoră) ne dă tăria în PAG a 
sunetului măsurat. 

Intensitatea senzaţiei: auditive a oricărui sunet, de orice frecvenţă, se 
întinde de la zero phoni la pragul auditiv inferior, cînd sunetul nu se mai aude, 
pînă la 140 phoni la pragul auditiv superior cind Începem să percepem o 
presiune sonoră dureroasă. - 


Constanta &(%) din (16.17) se poate determina experimental. În alara 
domeniului auzibil (16-20 000 Hz) ea este nulă. 


_16.3.4. URECHEA UMANĂ 


Intervalul de frecvențe auzibile este cuprins între 16 Hz și 20 kHz. 

Infrasunetele (0—16 TIz) sînt percepute de anumite animale: păsări 
și peşti; dacă se stirneşte o furtună ele aud infrasunetele respective și se refu- 
giază sau se retrag din zona respectivă. La fel, în cazul cutremurelor, unele 


animale percep intrasunetele însoțitoare și intră în jieică înainte ca omul să 
sesizeze unda seismică. | 

La om infrasunetele de anumite frecvențe produc somnolenţă, iar al iale 
efecte foarte neplăcute (se pare, unele efecte de rezonanţă, de exemplu, cu 
bătăile inimii). | | | 

Tot astfel, unele animale : liliecii, delfinii, emit şi percep ulirasuneie (v > 
>20 kHz). Deoarece > < 2 cm, ultrasunetele manifestă net proprietăţi de 
directivitate. Emiţînd impulsuri de ultrasunete dirijate și recepţionindu-le 
reflectate pe obiecte, aceste animate se orientează în spaţiu (pot sesiza şi mișca- 
rea obiectelor pe baza efectului Doppler). Ultrasunetele de anumite îrcevenţe 
produc efecte de iritaţie asupra animalelor ca și asupra omului.: 

În cazul urechii umane, pe baza multor măsurători la diferite persoane, 
se obţin curbele mediate din figura 16.4. Se vede că întreaga scală a intensităţi- 
lor auditive cuprinde 140 phoni pentru oricare frecvenţă audibilă : zero phoni 
pentru pragul auditiv inferior (pentru oricare frecvenţă) și 140 phoni penru 
pragul auditiv FSA PEROD (pentru oricare frecvenţă. audibilă). . 


Tabel de tării sonore 


Sursa Tăria, phon 
Tie-tacul unui ceasornic, la distanța de m : - E 2 i RER 
Cameră liniștită sau șoapte a i 30” 
Pași sau vorbire înceată, la distanța de 1 m „40 
Vorbire obișnuită, la distanţa de 1 m 69 
Vorbire tare, la distanţa de 5 m A IN ir: 
Vorbire tare, la distanța de lm i ra 50 
Stradă zgomotoasă i 90 
Orchestră mare sau zgomotul unei motociclete. ? a E 100 


Zgomotul unui motor de avion (la 3—5 m) e oa „180 


După cum am spus, urechea are sensibilitate maximă în intervalul 1— 
3 kHz, pragul auditiv interior atinge aici valoarea Ie 10-12 W/m”. Pre- 
siunea sonoră efectivă, în aer, corespunzătoare acestui prag, este după 
cum am spus, pso & 2:10 N/m': 


| Va 2 a 
„7 AP = 22, p, = IRa | 10-12 a, „dog AS = 2,06-10-5 N/m?, 
„3. oC Ra m? m 


(16.18) 


Amplitudinea corespunzătoare de vibra ție a moleculelor, la frecvenţa de 1 kHz : 
E ea 
poto? A”, A = Ier aa 
o|R, 


= a Pe _1,09-10-u m=01 Â, (36.19) 
„_2m10%s ș 428 Nes/m* 

adică o zecime din diametrul unui atom de hidrogen ! La pragul auditiv supe- 

rior'intensitatea sonoră ajunge la I„ = 100 W'/m2, presiunea sonoră ps & 

2200 N/m?, iar amplitudinea de vibraţie a moleculelorla 1 kHz: A 2 104 m= 

= 0,1 mm. Urechea este deci un aparat care măsoară mărimi de la nivelul 

atomic pînă la nivelul macroscopic ! (la tel ca şi ochiul). | | 


16.4, ANALIZA SUNETELOR 


16.4.1. SUNETE MUZICALE 


O oscilație periodică, adică un sunet muzical, se poate descompune într-o 
serie de oscilaţii sinusoidale sau tonuri muzicale (serie Fourier) : 


| E(D = 3 A, cos(not -+ aa). ni (16.20) 


Deoarece urechea omenească nu este sensibilă la defazajele oscilaţiilor com- 
ponente (G. S. Ohm), spectrul sunetului (amplitudinile A, în funcţie de frec- 
venţă) este suficient pentru a caracteriza sunetul, adică două sunete cu acelaşi 


spectru dau aceeași senzaţie auditivă. Timbrul sunetului este determinat de 
prezenţa şi intensitatea armonicelor. | ii pă = 


16,42. ZGOMOTE 


„Zgomotele. sînt sunete aperiodice, cu amplitudine variabilă neregulat. 
Ele nu mai au un spectru. de linii, ci un spectru continuu dat de integrala 
Fourier : d li A i “sic de ze 

.E(D = a(6) cosțol + a(o)] do, j (16.21) 
unde graficul densităţii spectrale sau densităţii de amplitudine a(c) dă spectru- 
continuu. pă e CE 


Să 


- =" Prin urmare, oiice oscilație este pînă la urmă o suprapunere (discontinuă- 
discretă sau continuă) de 'oscilaţii' irmonice, cu ui a dc; jisiii (inec ea 
discrete) sau spectrn continuu. * 

miile pasti se. bout 
lace cu ajutorul unor „aparate 
electroacustice care -transtormă 
în prealabil oscilaţiile :sonore în 
oscilații electrice de aceeaşi formă 
şi. acestea din urmă sînt. apoi 
descompus! în” estilaţii sinusoi- 
dale.. 


„16,4.3. SPECTRUL 


O sinusoidă -(sâu o undă 
„plană  monocromatică), . infinită 
„în spaţiu și. timp, are. spectrul 
„.» format. dintr-o singură” linie o 
„de amplitudine A. Un fragment 
„:de sinusoidă, mărginit în spaţiu 
(Aa) și timp (AD, are spectru 
continuu de lărgime A în jurul 
frecventei o (fig. 15.5). Cu cît 
„segmentul de sinusoidă este mai 
restrins în spaţiu şi timp, cu atit 
spectrul său este mai larg: 


Aaa a Ac Pta E - 
. | .. Aa: . - te Ai . , 
| | (16.22) 
în dat ae De-a Ciu sef „Cind Az — co, Al — oo, specirul 


se îngustează și tinde către o 
singură linie spectrală, bine etentdigiată. (Apo =0, Ak = 0). Dimpotrivă, 
cînd Az — 0 și At —0, speelrul se lărgește. la mestirșit (o — 99, AR: =). 


| Știind că pentru o particulă “elementară : Taia. p e = nl, regăsim în 
(16. 22) relaţiile de nedeterminare ale lui, Sacou, | 


gt 


16.4.4. EFECTE NELINIARE 


„Noi ne- am mărginit numai la „acustica liniară“, adică am păstiat numai 
termenii liniari în diferite relaţii, neglijînd termenii superiori (ani „linearizat“ 
ecuaţiile sau ne-am restrins la prima aproximaţie liniară). 

La amplitudini mari se. manifestă și termenii pătratici, care dau efecte 
specifice („acustica neliniară“). De exemplu, în radiotehnică, pentru ampli- 
tudini mari ale semnalului, caracteristica tuburilor.electronice'.nu mai poate 
îi aproximată printr-o linie dreaptă și atunci termenii pătratici dau frecvenţe 
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nedorite, cum ar îi. diferența sau sumi frecvenţelor a două sunete coisz. (Obser- 


văm că la aparatele cu medie frecvenţă — aceasta se obţine tocmai cu aju- 
torul unei caracteristici neliniare.) A e Lia, d a 


„Astiel: dacă pe lîngă termenul liniar, avem şi un termen pătratic, atunci 
acest termen vada +: PE N N E e ai “ai 


i [BO me 57 = (Au cos oul o Aa COS Geil ee de 


aa = Ă A câ il : să na ş „că | căi nf = | 
“aa Cl - cos 2 ul) ar A2(l -- cos 20) -+ 


+ A,Aa[cos(0, — 2) [-k cos (o, .a)ll. 
Frecvenlele 2, 20 sînt maj pul in supărătoare, căci șehimbă timbrul - sau 
ies, din domeniul auzibil, suma o, + oz poate de asemenea să iasă din dome- 
niul auzibil, în schimb diferența.o; ce €sle supărătoare. = 
= Dealtfel şi. urechea omenească: este „neliniară“, la amplitudini mari ale 
sunetelor, pe lingă două tonuri ca auzim și tonul de frecvenţă 9 — Oa. Său 
[3 


chiar alte tonuri „combinate“ : o -r o. 20 -k oz at dos. Fenomenele 


fizice legate de auz sînt studiale în acusticu fiziologică. în n, 


PE a 
A 


"165. ULTRASUNETELE 


Ultrasunetele au freevenle dela 20 kIIz în sus; pînă la freevenie de 
ordinul 10 GHz (10: H7). cuc, i n ăi 

Ultrasunetele se obțin cu ajutorul anumitor cristale, numile piezoeleclrice 
(piezocristale), care manifestă fenomenul, de eletrostricțiune, adică de contrac- 
lie sau dilatare sub acţiunea unui cîmp elcetric. Cel mai folosit este cuarțul, 
din care se taie o placă (lamă) cu o.anumită orientare faţă de axele, cristalo- 
grafice (piezocuarţ). Grosimea - SE. SN 
plăcii se ulege astlel încit să 
vibreze în rezonanţă cu cîmpul 
electric alternaliv aplicat (prin 
intermediul unui condensator). - 
Astfel, pentru vy =! MIz gro- Me 
simea plăcii va fi (e =5,5 km/s) (fig. 16.6): 
ÎN pie d a maee SO, unii = 2,7 mm, (16.23 
pi elis te a o. 4 PR ce ata 


Ya 


Vie. 16.6. - 


Aceeaşi lamă serveşte şi ca receplor de ultrasunete, datorită efectului 
invers. Intrînd în vibraţie de rezonanță sub acjiunea undei ultrasonore, lama 
se polarizează alternativ, adică pe feţele sale apar sarcini elcetrice alternative, 

Se poale folosi și fenomenul de magnetostricțiune : variatia dimensiunilor 
miezului magnetic al uiiei pobine stib acţiunea cîmpului măgnetie, creat de 
curentul alternativ care străbate înlăşurarea LE 11 LC III ORE ie: 

Ultrasunetele sînt absorbite puternic în guze și slab în lichide şi solide, 
Intensitalea ultrasunetelor poate atinge valori pînă la 105 W [m?, iar presiunea 


pînă la = 10 alim. Deoarece intensilatea ese proporlicnală cu pătratul ampli- 


zi A > SE pă-tai 


et aici Ă ! A pc aa a : A 
tudinii şi pătratul trecvenţei, dara Poco?A?, amplitudinile de vibraţie a 


particulelor nu sînt mari. i 

Datorită lungimii de undă mici, fenomenul de difracție este slab expri- 
mat pentru obstacolele obișnuite, astfel încît se obțin fascicule înguste, bine 
dirijate, de ultrasunete. 

În lichide, în momentele de rarefiere, la intensităţi- mari ale ultrasune- 
tului, se pot produce ruperi ale lichidului : formarea de goluri sau cavităţi, în 

care pătrund gazele dizolvate şi vaporii lichidului. Acest. fenomen se numeşte 

cavitație, În momentele imediat următoare, de comprimare a cavităţii, se 
nasc presiuni foarte înalte. Cavitaţia explică de xexiplui, distrugerea unor 
suprateţe solide (elice la vapoare). 

Naşterea unor presiuni alternative mari și a unor acceleraţii mari ale 
particulelor în lichide în unda ultrasonoră explică o serie de efecte fizice ale 
ultrasunetelor și îşi găsește aplicaţii tehnice. Astfel cităm : formarea de emulsii 
din lichide nemiscibile (mercur şi apă), dispersarea solidelor în lichide (sulf, 
mică, camfor în apă), coagularea” acrosolilor și hidrosolitor, fisionarea unor 

macromolecule sau accelerarea unor reacții chimice. 

Pe absorbţia diferită a ultrasunetelor! în gaze și solide se bazează dej: 
toscopia ultrasonoră (nedestructivă) a pieselor “metalice, adică descoperirea de 
goluri sau fisuri în interiorul piesei. 

Hidrolocaţia ultrasonoră, adică detectarea - okteatilai sau dbstaealaior 
submarine, se bazează pe obţinerea fasciculelor înguste, dirijate, de ultra- 
sunete. Comunicaţia între submarine se-poate menţine cu ajutor ul ul trasune- 
telor. 

Ultrasunetele au aplicaţii şi în biologie, de „exemplu distrugerea unor 
microorganisme (bacterii) ete. 


„PROBLEME | 
"16.1, O coardă întinsă cu for ţa F, = 160 N: dă bătăi de fn ecvenţă Vy = 20 Hz cu un 
diapazon. Întinsă fiind cu forța F, = 250 N, ea ae za la unison: cu RBA OTU Să 'sc afle 
frecvenţa dinpazonului, | i tă 
R, pete IE 0 0030, ELA N E 
i VIP i hai te i aul 


6.2. Sunetul Dindamental emis de o coardă produce vp = 10 Hz, bătăi pe secundă, cu 
RR. emis de un diapazon. Dacă se scurtează coarda cu tracţiunea | f= 0,01 = 1% din La 
simea ci, ea intră în rezonanţă cu SIDO Să se Aală aia diapazonului 


DR, vy= 3, = 1 000 IIz, 


16.3. O coardă de masă mn este fixată la capete. Ea vibrează pe frecvenţa sa funda- 
mentală o) cu amplitudinea maximă (în Ver). ĂÂm Să se calculeze energia cinetică maximă a 
corzii şi energia cinetică medie e j ii N. 2 A: îs 
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16.4. Un. tu sonor inchis emite toni finiasteă iao- [scavoiații V. == - 250 az. Cunoscind 
viteza sunetului în aer e == 310 MS șă sc afle Hangimea tubului şi „frecvenţa tonului funda- 
moutai emis de „Peela tub dacă îl deseliidem. 3 pt 


îi : PRR pac MR e 


N E m, = 2y == 500 Hz. 
4 Ă sie ră : a? 


16.5. Două tuburi sonore, unul închis și altul deschis, au aceeaşi lung me. Tubul deschis 
are frecvenţa fundamentală v= 410 Fz. Să se caleuteze [rcevenţa armonicii a Ili-a a tubului 
deschis şi irecvența armonicii a 3-a a tubuiui închis. 


BR vu 1320 Hi n =3 — 660 Hz. 


: Ă N 
16.6. În timpul vorbirii normale presiunea sonoră este p, == 0.20 — la frecvența v = 
InN2 


= 400 Hz. Să se calculeze viteza efectivă a particulelor, amplitudinea oscilaţiilor și intensitatea 
sunetului, cunosciud rezistența acustică a aerului Ra = 400 N-s/m*. Care este nivelul sonut? 


AR 
Re ap PE = 0,5103 ms: A= 2 Pe — 0,28-10% m, 
R Ra 
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2 
| 22 P3. = 0,10-10-2 Wym?, 1 = 20 Ig Et = 80 dB. 
ha Po 


16.7. Cite surse sono”e identice trebuie reunite pentru ca nivelul aud.tiv să cIcască cu 
AS = 10 phon faţă de nivelul dat de o singură sursă ? 


Rp. ON == 1QASti0 == 10. 


16.8. La distanţa r=20 m de o sursă senoră punctiformă de frecvenţă v = 1,0 kEIz nivelul 
auditiv este S == 20 phon. La ce distanţă sunetul nu se mai aude? (se neglijează absorbţia 
în aer). 


BR, 7% — rV1O He = 200 m. 


16.9. Un observator, situat la distanla 7, = 1,00 m de un mic diapazon. măsoară un timp 
t. = 33 s dela momentul cind aude sunetul emis de diapazonul lovit pînă în momentul cînd 
nu-l mai percepe. Situindu-se la o distanță r, = 10,0 m de diapazon, observatorul măsoară 
acum un timp l, = 10 s, diapazonul fiind lovit identic, Să se calculeze coctcientul de amor- 
tizare b a vibraţiilor diapazonului (se neglijează absorbţia sunetului în acer). 


ia ea PO IBAEEUI 040 ară, 
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16.10. Un oscilator elastic oscilează aproape sinusotdal, fiind slab amorlizat datorită unci 
forţe proporţionale cu viteza. Pentru a întreţine totuși oscilaţii neamortizate se procedează 
astfel : la fiecare trecere a corpului prin poziţia de echilibru sc trage (împinge) brusc de celălalt 
capăt al rescriului în sensul vitezei, cu 0 distanţă constantă mică, alcasă adcevat. Să se alle cit 
la sută Qin amplitudine trebuie să [ie această distanţă pentu a întreține oscilaţiile, ştiir.d de- 
crementui logaritmic D. 
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